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rdsos valtozat:
Kaposi Ambrus, Molnar Zoltdn. Mi az a tipuselmélet és mire j67?
Erintd Elektronikus Matematikai Lapok (2"
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https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-mi-is/mi-az-a-tipuselmelet-es-mire-jo

Szamitégépes bizonyitasellendrzé (proof assistant,
interactive theorem prover)

> A matematikust segiti a bizonyitds leirdasdban és ellenérzi a bizonyitast
> < automata tételbizonyiték (SMT solvers, pl. Z3)
> Példak:
S

. \4» >
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> Kik hasznaljdk ezeket?
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Felhasznalé: Vladimir Voevodsky @ (F°

> 1989. Voevodskii, Kapranov. oco-groupoids as a model for a homotopy
category. Communications of the Moscow Mathematical Society
> 1998. Simpson. Homotopy types of strict 3-groupoids
» Cafolja a fenti cikk fé eredményét

2013. Voevodsky elismeri a hibat

v

» Innentdl azzal foglalkozik, hogy hogyan lehet szdmitégéppel
bizonyitdsokat ellendrizni, és Rocg-ban dolgozik
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https://www.math.ias.edu/~vladimir/Site3/Univalent_Foundations_files/2014_IAS.pdf

Felhasznalé: Peter Scholze @ (4 (%

' AN
P Liquid tensor experiment: egy likvid vektorterekrdl sz6l6 tétel
(Clausen—Scholze)

» 2020 dec. Scholze eddigi legfontosabb tétele, nem teljesen biztos a
helyességében, még senki sem ellendrizte

> 2021 jan. Lean-ben formalizdltdk a kérdéses részeket (Johan Commelin
vezetésével)

> 2022 jil. Teljesen kész a formalizélas.

» Tanulsdgok: egyszeriisodott a bizonyitds, Scholze megértette, mitdl
miikodik
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https://xenaproject.wordpress.com/2021/06/05/half-a-year-of-the-liquid-tensor-experiment-amazing-developments
https://xenaproject.wordpress.com/2022/09/12/beyond-the-liquid-tensor-experiment/

Felhasznalé: Terence Tao K (4

T —

> Magma: egy A halmaz és egy o: A x A — A fliggvény
> Katalogizalni az egyenl6ségeket, melyekben max. 5 véltozé van.

=y (1)

Toy=zow(2) Toy=uw(3)

(xorjoy=yox(4) aolyoz)=(weun)ou () woyp=wzoz(f)
voy=ybr(7) To(yoz)=(zowjou (8)

ro(yez)=(zey)ow (9)

rofyoz)=(roy)oz (10)

x=ux(11) 6/15


https://terrytao.wordpress.com/2024/09/25/a-pilot-project-in-universal-algebra-to-explore-new-ways-to-collaborate-and-use-machine-assistance/

Felhaszn4lé: Randall Holmes (2

> 2010. Bebizonyitotta Quine ,,New Foundations” halmazelméletének
konzisztenciajat

» Nem birta kivarni a biraldkat

» 2015. Sky Wilshaw segitségével Lean-ben formalizalta
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https://arxiv.org/abs/1503.01406

Felhasznalé: Kevin Buzzard &

> Elégedetlen, hogy 17 évet kell varni, hogy az Annals of Mathematics
visszavonjon egy hibas cikket

> 2017. Az Imperial College-ben péntek esténként formalizdlé klubot
alapitott, azéta ez nemzetkozivé vilt, és a teljes BSc/MSc szintii
matematikat belekédoltdk Lean-be

8/15


https://www.andrew.cmu.edu/user/avigad/meetings/fomm2020/slides/fomm_buzzard.pdf

Formdlis nyelv a szamitégépes bizonyitasellenérzok mogott

» Elsérendii logika és halmazelmélet: Mizar

(e
> Egyszerl tipuselmélet: q

> Martin-L&f tipuselmélete: /4000 V1dris LN

#ROCQ
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Halmazelmélet és tipuselmélet

te A t: A

f:A—B
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Absztrakcio

>

| 2

halmazelmélet ~ assembly,
tipuselmélet ~ Java
Benacerraf. What Numbers Could not Be (1965)

> Zermelo: 0, {0}, {{0}},...

» Neumann: 0,{0},{0,{0}},...

> A kettot megkulonbozteti a 0 € 2 allitds.
Bourbaki: ha két halmaz bijekciéban all, nem szabad
megkuilonboztetni Oket

> Altaldnosabban: izomorf struktdrak megkiilonboztethetetlenek.

Pl. ha M ~ N monoidok, és az egyik kommutativ, a masik is

A tipuselmélet nyelve ezt ligy éri el, hogy bizonyos dolgok nem
kimondhatdk: nincs €, U, N
Lehet-e ilyen megszoritott kornyezetben formalizalni a matematikat?

» Hasonld prébélkozas volt a Principia Mathematica...

» |gen: Kevin Buzzard &ltal vezetett Lean mathlib implementécid
Szinonimdk az absztrakcidra: reprezentacio-fuggetlenség,
strukturalizmus, parametricitds, uniformitds, természetesség,

informacio elrejtése
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Technikai kulonbségek

elsérendl logika
A,v,D,V,3

halmazelmélet
axiémai

t EA

tipuselmélet

t: A

allitdsok
tipusként
elkddolva
A,V,D,V,3

Néhany példa:
0 € 2 allitas

1 € V nyelvtanilag hibas

t € A dinamikus informacid

NcCz

részhalmaz, karakterisztikus fuggvény

0 : 2 nyelvtanilag hibas

t : A statikus informacié

n:N, de n:Z nem teljesiil

csak karakterisztikus fuggvény,

pl. isNonNeg : Z — Bool
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Konstruktivitas

» Klasszikus logika: kizart harmadik elve (minden A allitdsra AV —A),
kivalasztdsi axidma
P> A tipuselmélet altaldnosabb, lehetiink konstruktivak és klasszikusak is

» Ha nem hasznaljuk a fenti klasszikus elveket, akkor a tipuselmélet
axiéma-mentes!
> Vx,y eN.3z eN.(z|x)A(z]y)AVZ eN. ((Z'|x)A(Z'ly)) D2 <z

Mx,y: N.Zz: N.(z|x)x(z|y)xNz": N.((Z|x)x(Z'|y)) =2’ < z
> 2 =2 bizonyitdsa bizonyitja (1 + 1 = 2)-t is.

» Bishop 1967-ben megmutatta, hogy az analizist fel lehet épiteni
konstruktivan is.

> Ovatosnak kell lenni. PI. f injektivitdsa: x # y — f(x) # f(y) helyett
Fx)=fly) = x=y
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Extenzionalitas

>

>
>
>

Halmazelmélet: ha két halmaznak ugyanazok az elemei, akkor
egyenlok

Tipuselméletben ez értelmetlen (egy term csak egy tipusba tartozik)
Helyette: Voevodsky univalence axiémdja: (A= B) — (A = B)
Kovetkezmény: az egyenl6ség mar nem feltétlentil allitas!

A tipus allitds,  ha minden a,a’ : A-ra az a =4 a’ tipusnak van eleme
A tipus halmaz, ha minden a,a’ : A-ra az a =4 4’ 4llitds

A tipus groupoid, ha minden a,a’ : A-ra az a =4 a’ halmaz

Példak:
Allitdsok: 2 =y 3, Mx :N.x+1=y1+x, Nx:N.(x =1) x (x = 2)
Halmazok: N, R, N— R, R x R, {0,1}
Groupoidok: halmaz, magma, csoport, gytirii
e, € : ({0,1} =haimaz {0,1})
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Tipuselmélet és univalence

> A tipuselmélet megvaldsitja Benacerraf dlmat: a matematika olyan
megalapozdsa, amelyben lehet reprezentacié-fliggetleniil érvelni
» Voevodsky univalence axiémdja ((A= B) — (A = B)) ezt bels6vé teszi
» Ez azonban axiéma:
v’ absztrakcié
v/ extenzionalitas
X konstruktivitas
» Coquand és mtsai kidolgoztdk a tipuselmélet co-groupoidokra épiild
modelljét, és erre alapozva megadtdk a kubikalis tipuselmélet
v’ absztrakcid
v/ extenzionalitds
V' konstruktivitas
X A tipuselmélet megértéséhez kellenek a co-dimenzids absztrakt terek
> Sajat kutatds (folyamatban): Higher Observational Type Theory
v’ absztrakcid
v/ extenzionalitds
v' konstruktivitds
v’ egyszerli szabalyok, prematematikai intuicidkkal indokolhaték
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