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1. Bevezetés
Egy matematikai vagy programozási probléma megoldását azon az absztrakciós szinten kívá-
natos végezni, azon a nyelven érdemes tárgyalni, ahol nem adminisztrációval, boilerplate-tel,
hanem a tényleges tartalommal töltjük az időnket. A szintetikus matematika illetve a magas
szintű programozási nyelvek adnak erre lehetőséget. Például:

– A geometria axiomatikus (euklidészi) tárgyalása szintetikus, míg a koordinátageometria
analitikus.

– A természetes számok Zermelo-féle (∅, {∅}, {{∅}}, {{{∅}}}, . . . ) illetve von Neumann-féle
(∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, . . . ) elkódolása analitikus, míg Peano-aritmetikában va-
ló tárgyalása szintetikus. Benacerraf a következőképp kritizálja a halmazelméletet [Ben65;
MK23]. A reprezentáció-függő kódolás patologikus tulajdonságokhoz vezet: például 0 ∈
∈ 2 teljesül von Neumann kódolására, de Zermelo-éra nem. Honnan tudhatjuk, hogy ha
az egyik reprezentációról bizonyítunk valamit, az teljesülni fog a másikra is? Lásd még
Reynolds fabuláját [MR91].

– Az alábbi témakörök szokásos tárgyalása analitikus, de tárgyalhatók szintetikusan is:
homotópia-elmélet [Bru19], számításelmélet [Bau06], valószínűségszámítás [Sim20], domain-
elmélet [OS98], relativitáselmélet [MNS07] stb.

– A kategóriaelmélet [Awo10] célja meghatározni azt a lehető legkevesebb strukturával ren-
delkező univerzumot (kategóriát), melyben egy adott probléma reprezentációfüggetlenül
tanulmányozható; gyakran kiderül, hogy a matematika különböző területein máshogy
nevezett fogalmak ugyanannak az absztrakt fogalomnak speciális esetei. Szép példa er-
re Löb tételének, Gödel második nemteljességi tételének, a Kripke szemantikának és az
őrzött (guarded) rekurziónak a közös általánosítása [Ram23].

– A funkcionális programozásban a programokat a szokásosnál absztraktabban (és így rö-
videbben) tudjuk megadni, a pontos reprezentációt vagy a végrehajtás sorrendjét a for-
dítóprogramra bízzuk [Hug89].

– A programozási nyelvek tudományában a szintetikus tárgyalás általában sekély beágyazás-
nak felel meg, míg az analitikus tárgyalás mély beágyazásnak [KKK19]. A sekély beágya-
zásban a beágyazott nyelv közel van a metanyelvhez, a mély beágyazásban a beágyazott
nyelv szintaxisának alacsony szintű reprezentációs tulajdonságaihoz is hozzáférünk.

– A programozási és logikai nyelvek sok különböző absztrakciós szinten megadhatók, ezt
alább kifejtük.

Az 1. ábra egy programozási nyelv néhány példaprogramját ábrázolja különböző absztrakci-
ós szinteken. A nyelv legkonkrétabb és legkevésbé pontos megadása, ha azt mondjuk, hogy (1)
egy program egy tetszőleges sztring. Azért konkrét, mert a számítógépbe ténylegesen sztringeket
gépelünk be, amikor programozunk, és azért nem pontos, mert túl sok értelmetlen sztring van,
melyek nem tartoznak a nyelvbe. Esetleg megadhatnánk a sztringeken egy predikátumot, mely
csak azokra a sztringekre teljesül, melyekben csak a nyelvben megengedett betűk szerepelnek,
de általában ehelyett azt mondjuk, hogy (2) a nyelv egy eleme egy adott ábécéből vett lexikális
elemek sorozata. Vannak azonban olyan sorozatok, melyekben több kezdő-, mint záró-zárójel
van, ezeket ki szeretnénk szűrni. Ezt is meg lehetne adni a sorozatokon egy predikátummal
(ahogy például [VV03, 4.1.1. definíció.] teszi), ehelyett azt mondjuk, hogy (3) a nyelv egy eleme
egy absztrakt szintaxisfa [Kap17], vagy még inkább (4) jól hatókörözött szintaxisfa (melyben
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1. ábra. Egy lambda kalkulusra épülő nyelv néhány példaprogramja különböző szinteken
megadva, (1)-es a legalacsonyabb, (6)-os a legmagasabb szintű. Minden buborék egy külön
programnak felel meg. Alacsonyabb szinteken vannak olyan programok, melyek magasabb
szinten értelmetlenek. Bizonyos programok, melyek alacsony szinten különbönek, magas

szinten megegyeznek.

nincsenek sehova sem mutató változók, ezen a szinten dolgozik például [Har16]), (5) jól típu-
sozott szintaxisfa [AR99; WKS22], (6) jól típusozott szintaxisfa a szemantikus egyenlőséggel
faktorizálva [AK16]. A magasabb szinten kevesebb eleme van a nyelvnek, illetve bizonyos ele-
mek, melyek alacsonyabb szinten különböznek, magasabb szinten megegyeznek. A magasabb
szintű leírással megadott nyelven kevesebb konstrukció adható meg, például absztrakt szinta-
xisfákon nem tudjuk a zárójelek számát megszámolni, vagy jól hatókörözött szintaxisfán nem
tudjuk a 𝜆𝑥.𝑥 és a 𝜆𝑦.𝑦 programokat megkülönböztetni. Ugyanakkor a magasabb szintű meg-
adás rövidebb, érthetőbb, és bizonyos kívánatos tulajdonságok automatikusan teljesülnek az
így megadott nyelvre. Például szükségtelen bebizonyítanunk, hogy a nyelv végrehajtása megőr-
zi a jólzárójelezettséget a (3)-as szinten, vagy a típushelyességet az (5)-ös szinten. A magasabb
szintű megadást intrinzikusnak, míg az alacsony szintűt extrinzikusnak nevezik. A magas szintű
megadás különösen bonyolult, sok szabállyal rendelkező nyelvek esetén előnyös, amikor alacsony
szinten nem látjuk a fától az erdőt. A komplexitás növekedését így absztrakcióval ellensúlyozzuk.

A magasabb szintű leíráshoz erősebb metanyelvi eszközökre van szükség, például általános
esetben (3)-hoz szükségünk van induktív halmazokra, (4)-hez indexelt induktív családokra, (5)-
höz induktív-induktív családokra, (6)-hoz ezeknek a kvóciensekkel kombinált változataira. Ezek
az eszközök mind elkódolhatók például halmazelméletben, de a fenti példákat is figyelembe véve
talán még jobb, ha az adott eszközöket közvetlenül támogató, megfelelő szintetikus nyelvben
dolgozunk. Martin-Löf típuselmélete [Mar98] egy sokoldalú programozási nyelv, mely többféle
struktúra szintetikus tárgyalására használható (például homotópia-elmélet [Bru19], magasabb
groupoidok [ALR14], kvantumtérelmélet [SS12], revision control rendszerek elmélete[Ang+16],
process algebra [Gon23], univerzális algebra [Kov22] stb). A matematika általános megalapozá-
sára is alkalmas az elsőrendű logika és a halmazelmélet helyett, sőt, ha számítógéppel akarjuk
a matematikát elkódolni, akkor a halmazelméletnél sokkal alkalmasabbnak tűnik [Pro13]. Az is
mutatja ezt, hogy típuselméletre épülő bizonyítórendszerekben formalizálták nagyjából a teljes
egyetemi matematika-tananyagot [Com20], illetve számos magasabb matematikai eredményt
[BCM20; Sch21; Gon13].

A típuselmélet a típusok szintetikus elmélete (a típusokra lehet úgy gondolni, mint a hal-
mazokra a strukturális halmazelméletekben). A természetes számok például az univerzális tu-
lajdonságukkal [Awo10] vannak megadva: a természetes számok az iniciális pontozott típus
endofüggvénnyel -struktúra (tehát egy 𝑁 típus egy 𝑧 : 𝑁 elemmel és egy 𝑠 : 𝑁 → 𝑁 függvény
típusú elemmel; az inicialitás azt jelenti, hogy minden más pontozott típus endofüggvénnyel
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struktúrába pontosan egy homomorfizmus megy – tehát ha van egy másik (𝐴, 𝑎, 𝑓 ) pontozott
típus endofüggvénnyel, akkor pontosan egy olyan 𝛼 : 𝑁 → 𝐴 függvény van, melyre 𝛼 𝑧 = 𝑎 és
𝛼 (𝑠 𝑛) = 𝑓 (𝛼 𝑛) minden 𝑛 : 𝑁-re). A típuselmélet teljesíti Benacerraf kritériumát, és alkalmas
a matematika strukturalista megalapozására.

A típuselméletben közvetlenül reprezentálhatók egy nyelv (1)–(6) szintű leírásai. Mindegyik
szinten a nyelv szintaxisa valamilyen induktív típussal adható meg. A 2. fejezetben az induktív
típusok különböző osztályait ismertetjük. Ezután a 3. fejezetben rátérünk az induktív típusokat
támogató típuselméletre épülő metanyelvekre, végül a 4. fejezetben az ismertetett módszereket
alkalmazzuk különböző programozási nyelvek magnyelveinek leírására, és azok tulajdonságainak
bizonyítására. Minden alfejezet végén röviden ismertetjük a kapcsolódó munkákat. A téziseket
az 5. fejezetben listázzuk. A szerző PhD fokozatának megszerzése óta megjelent saját közlemé-
nyeit külön listázzuk [AK17]–[KX24b], az egyéb hivatkozott közlemények ezután következnek.

1.1. Jelölések

Ezen tézisfüzet metanyelve a típuselmélet, Agda-szerű jelöléseket használunk. A 𝑡 : 𝐴 úgy
olvasható, hogy 𝑡 termnek (programnak) 𝐴 a típusa, például 1 + 1 : N. Függvényeket 𝜆-val
adunk meg, például (𝜆𝑥.𝑥 ∗ 2) : N → N az a függvény, melynek kimenete a bemenet kettővel
szorozva. A függvénytér jobbra zárójeleződik, tehát 𝐴 → 𝐵 → 𝐶 = 𝐴 → (𝐵 → 𝐶). A típusok
típusát Type-pal jelöljük. Függő függvényeket (𝑥 : 𝐴) → 𝐵 jelöléssel adunk meg, például a
polimorf identitás függvény típusa (𝐴 : Type) → 𝐴 → 𝐴, az adott méretű egységmátrixot
visszaadó függvény típusa (𝑛 : N) → Matrix 𝑛 𝑛. Az egyelemű típus ∗ : 𝟙, az egyenlőség típust
=-vel jelöljük, a konverzió relációt (definicionális egyenlőséget) ≡-vel. A függő szorzat típusokat
×-al jelöljük, például a tetszőleges méretű mátrixok típusát (𝑚 : N) × (𝑛 : N) × Matrix𝑚 𝑛-el
jelöljük.

1.2. Köszönetnyilvánítás

Köszönjük szépen az ELTE Informatikai Kar támogatását a HAB_23 pályázaton keresztül.

2. Szignatúrák elméletei
Az induktív típusok algebrai elméletek iniciális algebráinak felelnek meg.

1. Példa (Természetes számok). A természetes számok a legegyszerűbb algebrai elmélet-osztályba
tartoznak, szignatúrájuk a következő: 𝑁𝑎𝑡 : Type, 𝑧𝑒𝑟𝑜 : 𝑁𝑎𝑡, 𝑠𝑢𝑐 : 𝑁𝑎𝑡 → 𝑁𝑎𝑡. Mint algebrai
elméletet ezt úgy olvassuk, hogy egy fajtánk van, egy konstansunk és egy operátorunk, melynek
aritása egy (nincs egyenlőségünk). Az elmélet egy algebrája (modellje) egy típus, amelynek van
egy eleme és van rajta egy endofüggvény. Két algebra között van egy evidens homomorfizmus-
fogalom. Mint induktív típust ezt úgy olvassuk, hogy a 𝑁𝑎𝑡 egy induktív típus, két konstruktorral.
Az első konstruktornak nincs paramétere, a másodiknak egy darab 𝑁𝑎𝑡 paramétere van. A konst-
ruktorok meghatározzák egy induktív típus eliminátorát, melynek itt két változatát ismertetjük.

– Az iterátor azt mondja, hogy tetszőleges algebrába megy egy homomorfizmus a 𝑁𝑎𝑡, 𝑧𝑒𝑟𝑜,
𝑠𝑢𝑐 algebrából.

– Egy függő algebra egy 𝑃 : 𝑁𝑎𝑡 → Type típuscsaládból, egy 𝑧 : 𝑃 𝑧𝑒𝑟𝑜 elemből és egy
𝑠 : (𝑛 : 𝑁𝑎𝑡) → 𝑃 𝑛 → 𝑃 (𝑠𝑢𝑐 𝑛) függvényből áll. Egy (𝑁𝑎𝑡, 𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐)-ból (P,z,s)-be menő
függő homomorfizmus (szekció) egy 𝛼 : (𝑛 : 𝑁𝑎𝑡) → 𝑃 𝑛 függő függvényből áll, melyre
teljesül, hogy 𝛼 𝑧𝑒𝑟𝑜 = 𝑧 és minden 𝑛-re 𝛼 (𝑠𝑢𝑐 𝑛) = 𝑠 𝑛 (𝛼 𝑛). A természetes számok
függő eliminátora (indukciós elve) azt mondja, hogy tetszőleges függő algebrába megy egy
függő homomorfizmus (𝑁𝑎𝑡, 𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐)-ból.
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Ha az iterátort kiegészítjük azzal, hogy pontosan egy homomorfizmus megy tetszőleges algebrába,
az ekvivalens a függő eliminátorral. A különböző induktív típusokra ezzel teljesen analóg módon
adjuk meg az iterátort és eliminátort.

Az alábbi táblázat listáz néhány algebrai elmélet-osztályt és az ezekkel ekvivalens induktív
típus-osztályt.

Egyszortú algebrai elmélet egyenlőségek nélkül Egyszerű induktív típus
Többszortú algebrai elmélet egyenlőségek nélkül Kölcsönösen megadott induktív típusok
Egyszortú algebrai elmélet Kvóciens-induktív típus (QIT)
Általánosított algebrai elmélet egyenlőségek nélkül Induktív-induktív típus (IIT)
Általánosított algebrai elmélet (GAT) Kvóciens induktív-induktív típus (QIIT)
Magasabb általánosított algebrai elmélet Magasabb induktív-induktív típus (HIIT)

Minden algebrai elmélet-osztályhoz tartozik egy univerzális algebra, mely meghatározza a
következő fogalmakat: szignatúra, algebra (modell), homomorfizmus, algebrák szorzata, szabad
algebrák stb. Szignatúrába mi nem csak az operátorok aritásait értjük bele, hanem a fajtákat
és az egyenlőségeket is, mert általánosított algebrai elméletek esetén ezek nem különíthetők el
(például lehetnek olyan operátorok, melyek egyenlőségektől függenek).

Ebben a fejezetben a szignatúrák elmélete (theory of signatures) módszert ismertetjük:
egy adott induktív típus/algebrai elmélet-osztály egy alkalmazásspecifikus típuselméletnek fe-
lel meg. Ez egy kisméretű típuselmélet, amely kizárólag a szignatúrák leírására szolgál. A szig-
natúrák elméletének szemantikája adja meg az univerzális algebra további komponenseit. Egy
típuselmélet (még általánosabban egy kötésekkel rendelkező formális nyelv) egy másodrendű
általánosított algebrai elmélet (lásd 2.7. alfejezet), a nyelv szintaxisa ennek iniciális algebrá-
ja. A legegyszerűbb induktív típus-osztályt részletesebben ismertetjük, hogy bemutassuk az
alapötletet, a többi osztály esetében csak a szignatúra-definíciót magát és az eredményeket
ismertetjük.

Mi értelme van külön osztályokat vizsgálni, miért nem csak a legáltalánosabb osztállyal
foglalkozunk? Bizonyos programozási nyelvekben, típuselmélet-modellekben csak bizonyos osz-
tályba tartozó induktív típusok vannak; kevésbé általános osztályok létezéséhez egy modellben
kevesebb feltételre van szükség; néha szeretnénk tudni, hogy egy adott algebrai elmélet milyen
komplex (melyik a legegyszerűbb osztály, melybe befér).

2.1. Egyszerű induktív típusok

A szignatúrák elmélete módszert először a legegyszerűbb induktív típus-osztályon mutatjuk be.

2. Definíció (Egyszerű zárt végesen elágazó induktív típusok, más néven egyszortú egyenlősé-
gek nélküli algebrai elméletek). Egy szignatúra a következő induktív típus egy eleme.

Ty : Type
⊤ : Ty
C : Ty
– × – : Ty → Ty → Ty
C ⇒ – : Ty → Ty

A fenti induktív definíció egy nagyon egyszerű nyelvet (elméletet, típuselméletet, szignatúrák
elméletét) ad meg: ebben a nyelvben csak típusok (Ty) vannak, termek nincsenek. Ne tévessze
meg az olvasót, hogy vannak metanyelvi típusaink (Type elemei) és tárgynyelvi típusaink is (Ty
elemei). Ty-nak van egy fix eleme, a C, ami az induktív típusunk egyetlen fajtáját (carrier) adja
meg. Ty zárt a szorzatokra és egy olyan függvénytérre, amelynek értelmezési tartománya C (így
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zárjuk ki a nem szigorúan pozitív konstruktorokat). Ty egy eleme egy szignatúra. Listázunk
néhány példa szignatúrát.

Üres típus ⊤
Egyelemű típus C
Bool C × C
Négyelemű típus C × C × C × C
Peano természetes számok C × (C ⇒ C)
Bináris fák C × (C ⇒ C ⇒ C)
Egyszerű zárt végesen elágazó C × C × (C ⇒ C ⇒ C) × (C ⇒ C)
induktív típusok

Az utolsó példa mutatja, hogy ezek az induktív típusok le tudják önmagukat is írni.
Egy 𝐴 : Ty szignatúrához tartozó algebra-fogalom az (𝑋 : Type) × J𝐴K 𝑋, ahol J–K a követ-

kezőképp van megadva Ty szerinti rekurzióval.

J–K : Ty → Type → Type
J⊤K 𝑋 := 𝟙

JCK 𝑋 := 𝑋

J𝐴 × 𝐵K 𝑋 := J𝐴K 𝑋 × J𝐵K 𝑋
JC ⇒ 𝐴K 𝑋 := 𝑋 → J𝐴K 𝑋

Például a következő módon számítjuk ki a Bool-ra illetve természetes számokra az algebra-
fogalmat:

(𝑋 : Type) × JC × CK 𝑋 = (𝑋 : Type) × 𝑋 × 𝑋,
(𝑋 : Type) × JC × (C ⇒ C)K 𝑋 = (𝑋 : Type) × 𝑋 × (𝑋 → 𝑋).

Két 𝐴-algebra (𝑋0, 𝑎1) és (𝑋1, 𝑎1) közötti homomorfizmus-fogalmat az ( 𝑓 : 𝑋0 → 𝑋1) × J𝐴K•
• 𝑓 𝑎0 𝑎1 adja meg, ahol J–K• a következő.

J–K• : (𝐴 : Ty) → ( 𝑓 : 𝑋0 → 𝑋1) → J𝐴K 𝑋0 → J𝐴K 𝑋1 → Type
J⊤K• 𝑓 ∗ ∗ := 𝟙

JCK• 𝑓 𝑥0 𝑥1 := ( 𝑓 𝑥0 = 𝑥1)
J𝐴 × 𝐵K• 𝑓 (𝑎0, 𝑏0) (𝑎1, 𝑏1) := J𝐴K• 𝑓 𝑎0 𝑎1 × J𝐵K• 𝑓 𝑏0 𝑏1
JC ⇒ 𝐴K• 𝑓 𝛼0 𝛼1 := (𝑥0 : 𝑋0) → J𝐴K• 𝑓 (𝛼0 𝑥0) (𝛼1 ( 𝑓 𝑥0))

Például vegyük az (𝑋0, 𝑧0, 𝑠0) ill. (𝑋1, 𝑧1, 𝑠1) természetes szám-algebrákat, és nézzük meg, mi
lesz közöttük egy homomorfizmus (egy függvény a két típus között, mely megőrzi a zero és a
suc műveleteket).

( 𝑓 : 𝑋0 → 𝑋1) × JC × (C ⇒ C)K• 𝑓 (𝑧0, 𝑠0) (𝑧1, 𝑠1) =

( 𝑓 : 𝑋0 → 𝑋1) × JCK• 𝑓 𝑧0 𝑧1 × JC ⇒ CK• 𝑓 𝑠0 𝑠1 =

( 𝑓 : 𝑋0 → 𝑋1) × ( 𝑓 𝑧0 = 𝑧1) ×
(
(𝑥0 : 𝑋0) → JCK• 𝑓 (𝑠0 𝑥0)

(
𝑠1 ( 𝑓 𝑥0)

) )
=

( 𝑓 : 𝑋0 → 𝑋1) × ( 𝑓 𝑧0 = 𝑧1) ×
(
(𝑥0 : 𝑋0) → 𝑓 (𝑠0 𝑥0) =

(
𝑠1 ( 𝑓 𝑥0)

) )
Hasonló módszerrel (szignatúra szerinti indukcióval) megadható a homomorfizmusok kompo-
zíciója, az identitás homomorfizmus, a homomorfizmusok kompozíciójának asszociativitása, a

6



függő algebra fogalma, egy algebrából egy fölötte levő függő algebrába menő függő homomorfiz-
mus (szekció) fogalma, az iniciális algebra stb. Összefoglalva: minden szignatúrához kapunk egy
családos kategóriát véges limitekkel és iniciális objektummal (finite limit category with families
with initial object). A családos kategória [CCD21] a típuselmélet egy modell-fogalma, a véges
limitek azt jelentik, hogy a modellben van egyelemű típus, függő Descartes-szorzat és egyen-
lőség típus. Így minden szignatúrára kapunk egy típuselmélet modellt, melyben a típuselmélet
belső nyelvén dolgozhatunk, a típusok (függő) algebráknak, a függvények homomorfizmusok-
nak felelnek meg, a típusok szorzata az algebrák szorzata, és például ezen az absztrakt módon
bebizonyítható, hogy egy algebrára az indukció fogalma ekvivalens az inicialitással.

Kapcsolódó munkák. Ebben az alfejezetben a legegyszerűbb induktív típus-osztályt (egyen-
lőségek nélküli algebrai elméletek osztályát) ismertettük, és az itt közölt eredmények nem újak.
Egyszerű induktív típusok leírására sokféle módszer létezik (pl. [AAG05; Har16; Hug20]). A
bemutatott módszer azért érdekes, mert skálázódik általánosabb induktív típus-osztályokra,
melyekre már a hasonló eredmények újak. A szignatúrák elmélete módszer egy független előz-
ménye [CO12], melyben egy szignatúra egy függő típuselmélet-beli környezetként van megadva.

2.2. Kölcsönös induktív családok

A 2.1. alfejezetben bemutatott induktív típusok osztályát ebben a fejezetben kibővítjük indexelt
induktív családokkal és kölcsönesen megadott induktív típusokkal. Előbbivel lehet az utóbbiakat
is modellezni, de a mi szignatúráink lehetőséget adnak az utóbbiakat közvetlenül is megadni.
A szignatúrák nyelve a következő.

3. Definíció (Kölcsönös induktív típusok, más néven többszortú egyenlőségek nélküli algebrai
elméletek). Tekintsük az alábbi három induktív típust.

TyS : Type
U : TyS rövidítések:

Π̂S : (𝑇 : Type) → (𝑇 → TyS) → TyS 𝑇 ⇒̂S 𝐴 := Π̂S 𝑇 (𝜆_.𝐴)
– ×S – : TyS → TyS → TyS

TmS : TyS → Type

– · – : TmS (Π̂S 𝑇 𝐴) → (𝑡 : 𝑇) → TmS (𝐴 𝑡)
fst : TmS (𝐴 ×S 𝐵) → TmS 𝐴

snd : TmS (𝐴 ×S 𝐵) → TmS 𝐵

TyP : Type
El : TmS U → TyP

Π̂P : (𝑇 : Type) → (𝑇 → TyP) → TyP 𝑇 ⇒̂P 𝐵 := Π̂P 𝑇 (𝜆_.𝐵)
– ⇒P – : TmS U → TyP → TyP

– ×P – : TyP → TyP → TyP

Egy szignatúra a (𝐴 : TyS) × (TmS 𝐴→ TyP) típus egy eleme.

A fenti szignatúrák definíciója bonyolultabb, mint a náluk általánosabb, induktív-induktív
típusok szignatúráié, ez azért van, mert több megkötésünk van: például el kell különíteni a
fajtákat (sort-ok, TyS elemei) a konstruktoroktól (pont-konstruktorok, TyP elemei). Kizárólag
fajta-termekre (TmS) van szükségünk a szignatúrákban. A Π̂ függvény-típusoknak metanyelvi
az értelmezési tartomány és tárgynyelvi az értékkészlete, ezekkel lehet indexelni a fajtákat és a
konstruktorokat.
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Alább leírjuk a természetes számokat, vektorokat, és a páros-páratlan kölcsönösen meg-
adott predikátumokat a fenti szignatúrákkal (bal oldalon) és informálisan is (jobb oldalon; az
informális szignatúra megegyezik az algebra-fogalommal). Utóbbi két példához feltételezünk a
metanyelvben természetes számokat illetve egy rögzített 𝐴 : Type típust.(
U, 𝜆𝑁. 𝑁 : Type,
El 𝑁 ×P (𝑁 ⇒P El 𝑁)

)
𝑧𝑒𝑟𝑜 : 𝑁, 𝑠𝑢𝑐 : 𝑁 → 𝑁(

N ⇒̂S U, 𝜆𝑉𝑒𝑐. 𝑉𝑒𝑐 : N→ Type,

El (𝑉𝑒𝑐 · 0) ×P 𝑛𝑖𝑙 : 𝑉𝑒𝑐 0,

𝐴 ⇒̂P Π̂PN𝜆𝑛.𝑉𝑒𝑐 · 𝑛⇒P El
(
𝑉𝑒𝑐 · (1 + 𝑛)

) )
𝑐𝑜𝑛𝑠 : 𝐴→ (𝑛 : N) → 𝑉𝑒𝑐 𝑛→ 𝑉𝑒𝑐 (1 + 𝑛)(

(N ⇒̂S U) ×S (N ⇒̂S U), 𝜆𝑋. 𝑖𝑠𝐸𝑣𝑒𝑛 : N→ Type, 𝑖𝑠𝑂𝑑𝑑 : N→ Type,

El (fst 𝑋 · 0) ×P 𝑒𝑣𝑒𝑛0 : 𝑖𝑠𝐸𝑣𝑒𝑛 0,(
Π̂PN𝜆𝑛.snd 𝑋 · 𝑛⇒P fst 𝑋 · (1 + 𝑛)

)
×P 𝑒𝑣𝑒𝑛+ : (𝑛 : N) → 𝑖𝑠𝑂𝑑𝑑 𝑛→ 𝑖𝑠𝐸𝑣𝑒𝑛 (1 + 𝑛),(

Π̂PN𝜆𝑛.fst 𝑋 · 𝑛⇒P snd 𝑋 · (1 + 𝑛)
) )

𝑜𝑑𝑑+ : (𝑛 : N) → 𝑖𝑠𝐸𝑣𝑒𝑛 𝑛→ 𝑖𝑠𝑂𝑑𝑑 (1 + 𝑛)

A kölcsönös induktív típusok szignatúrái leírhatók több, egymás után megadott induktív csa-
láddal, de közvetlenül egy darab kölcsönösen megadott induktív típussal nem.

A 3. definíciónak megadtuk az explicit környezetekkel rendelkező változatát, annak szeman-
tikáját (algebrák, homomorfizmusok, függő algebrák, függő homomorfizmusok), és megmutat-
tuk, hogy a szignatúrák induktív típusának a feltételezésével minden kölcsönös induktív típus
megadható. Tehát a kölcsönös induktív típusok szignatúrája valójában az univerzális kölcsönös
induktív típus. A szignatúrák típusát visszavezettük W-típusokra [AAG05], ezzel megmutatva,
hogy az összes indexelt típus megadható W-típusokkal. Az eredményeket Jakob von Raumer-rel
közösen publikáltuk [KR20].

Kapcsolódó munkák. A kölcsönös induktív típusok visszavezethetők indexelt induktív
típusokra, de a mi leírásunk volt az első, amely közvetlenül megadott egy nyelvet kölcsönös
induktív típusokra. Az indexelt típusokat korábban külső sémákkal [Dyb94; Pau93; Ana+18],
belső kombinatorikus sémákkal [BDJ03; Cha+10; All+21] és belső szemantikus sémákkal adták
meg [PS89; Alt+15]

2.3. Induktív-induktív típusok

4. Definíció (Zárt induktív-induktív típusok, más néven zárt egyenlőségek nélküli általánosí-
tott algebrai elméletek). Tekintsük az alábbi másodrendű általánosított algebrai elméletet. Egy
szignatúra az alábbi Ty egy eleme.

Ty : Type
Tm : Ty → Type
Σ : (𝐴 : Ty) → (Tm 𝐴→ Ty) → Ty
U : Ty
El : Tm U → Ty rövidítés:
Π : (𝑎 : Tm U) → (Tm (El 𝑎) → Ty) → Ty 𝑎 ⇒ 𝐵 := Π 𝑎 (𝜆_.𝐵)
– · – : Tm (Π 𝑎 𝐵) → (𝑢 : Tm (El 𝑎)) → Tm (𝐵 𝑢)

Úgy is mondhatjuk, hogy egy szignatúra egy típus egy kisméretű típuselméletben, melyben
csak az alábbi típusok vannak: Σ, egy üres univerzum és U-beli értelmezési tartományú függ-
vénytér; U-nak és Π-nek csak eliminátorai vannak, konstruktorai nincsenek, Σ-nak meg egyik
sincs. Tehát ez egy egyenlőségek (számítási szabályok) nélküli típuselmélet.
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Míg a korábbi szignatúrák induktív típusként voltak megadva, az induktív-induktív típu-
sok szignatúráit könnyebb másodrendű algebrai elméletként megadni. A másodrendű algebrai
elméleteket le lehet fordítani elsőrendűre (lásd 2.7. fejezet), és azok már induktív típusoknak
felelnek meg. Tehát valójában egy szignatúra a fenti algebrai elmélet elsőrendűre való lefor-
dítása eredményeként kapott elmélet iniciális algebrájában Ty egy eleme. A fenti definíció is
értelmes azonban: ha csak feltételezzük a fenti másodrendű algebrai elmélet egy (másodrendű)
modelljét, és annak az elemeivel hozunk létre egy Ty-t, az (a típuselmélet egy előkéve modell-
jének belső nyelvében) pontosan meg fog egyezni az elsőrendű fordítás után megadott Ty egy
elemének.

Induktív-induktív típusok az (üres) gráfok, az alábbi formális ill. informális szignatúrával.

ΣU𝜆𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥.𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 ⇒ 𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 ⇒ U 𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 : Type, 𝐸𝑑𝑔𝑒 : 𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 → 𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 → Type

Egy bonyolultabb példa a típuselmélet elsőrendű szintaxisának alábbi részlete. Csak környe-
zetek (Con) és típusok (Ty) vannak, a környezet típusok függő listája, van egy univerzumunk
(U, El) és függő függvény típusunk. Bal oldalt a formális, jobb oldalt az informális szignatúra.

ΣU𝜆𝐶𝑜𝑛. 𝐶𝑜𝑛 : Type,
Σ (𝐶𝑜𝑛⇒ U) 𝜆𝑇𝑦. 𝑇𝑦 : 𝐶𝑜𝑛→ Type,
Σ (El𝐶𝑜𝑛) 𝜆𝑒𝑚𝑝𝑡𝑦. ⋄ : 𝐶𝑜𝑛,

Σ (Π𝐶𝑜𝑛 𝜆Γ .𝑇 𝑦 · Γ ⇒ El𝐶𝑜𝑛) 𝜆𝑒𝑥𝑡. – ⊲ – : (Γ : 𝐶𝑜𝑛) → 𝑇𝑦 Γ → 𝐶𝑜𝑛,

Σ (Π𝐶𝑜𝑛 𝜆Γ .El (𝑇𝑦 · Γ )) 𝜆𝑈. 𝑈 : (Γ : 𝐶𝑜𝑛) → 𝑇𝑦 Γ ,

Σ (Π𝐶𝑜𝑛 𝜆Γ .El (𝑇𝑦 · (𝑒𝑥𝑡 · Γ · (𝑈 · Γ )))) 𝜆𝐸𝑙. 𝐸𝑙 : (Γ : 𝐶𝑜𝑛) → 𝑇𝑦 (Γ ⊲𝑈 Γ ),
Π𝐶𝑜𝑛 𝜆Γ .Π (𝑇𝑦 · Γ ) 𝜆𝐴.𝑇𝑦 · (𝑒𝑥𝑡 · Γ · 𝐴) ⇒ Π : (Γ : 𝐶𝑜𝑛) (𝐴 : 𝑇𝑦 Γ ) → 𝑇𝑦 (Γ ⊲ 𝐴) →

El (𝑇𝑦 · Γ ) 𝑇𝑦 Γ .

A fenti szignatúra-fogalomnak megadtuk a metaelméleti függvénytérrel kiegészített elsőren-
dű változatát, mely támogatja a nyílt induktív-induktív típusokat is (például a 2.2. alfejezetben
megadott vektorok és páros-páratlan predikátumok nyíltak, mert hivatkoznak a természetes szá-
mokra). Megmutattuk, hogy a szignatúrák elmélete létrehozható egyszerű induktív típusokkal
(Streicher módszerével [Str91]), az összes végesen elágazódó induktív-induktív típus visszave-
zethető a szignatúrák típusára (mely ezáltal egy univerzális induktív-induktív típus), így a
végesen elágazódó induktív-induktív típusok visszavezethetők egyszerű induktív típusokra. Az
eredményeket Ambroise Lafont-tal és Kovács Andrással közösen publikáltuk [KKL20].

Kapcsolódó munkák. Az induktív-induktív típusokat az Agda bizonyítórendszer már az-
előtt támogatta [Cha08], mielőtt a kifejezés megszületett. Nordvall Forsberg és Setzer írták le
őket először [FS10], és Hugunin [Hug19] vizsgálta meg, hogy milyen feltételek mellett konstruál-
hatók meg homotópia-típuselméletben. A mi leírásunk volt az első közvetlen (elkódolás nélküli)
leírás, és az első általános konstrukció, mely az összes induktív-induktív típus létezését visszave-
zette induktív típusokra (Nordvall Forsberg és Hugunin nem bizonyította az általános indukciós
elvet az általuk konstruált induktív-induktív típusokra). Azóta Sestini [Ses23] általánosította
az eredményeinket: a konstrukció működik végtelenül elágazó induktív-induktív típusokra is,
és mindez egy intenzionális metanyelvben is működik (a mi eredményeink extenzionális meta-
nyelvre vonatkoznak).

2.4. Kvóciens induktív típusok

5. Definíció (Zárt kvóciens induktív típusok, más néven zárt egyszortú algebrai elméletek).
Egy szignatúra az alábbi Ty egy eleme.

Ty : Type

9



Tm : Ty → Type
Σ : (𝐴 : Ty) → (Tm 𝐴→ Ty) → Ty
C : Ty rövidítés:
ΠC : (Tm C → Ty) → Ty C ⇒ 𝐴 := ΠC (𝜆_.𝐴)
– · – : Tm (ΠC 𝐵) → (𝑥 : Tm C) → Tm (𝐵 𝑥)
Eq : Tm C → Tm C → Ty

Ezek a szignatúrák is másodrendű algebrai elméletként vannak megadva a kényelem kedvé-
ért. Egy univerzális algebra tankönyvben általában elsőrendű induktív definíciókat találunk, de
használhatjuk a 2.7. fejezetben megadott módszert is arra, hogy elsőrendű szignatúra-fogalmat
kapjunk.

A csoport szignatúrája a következő.

𝐶 : Type
Σ (C ⇒ C ⇒ C) 𝜆𝑜𝑝. – ⊗ – : 𝐶 → 𝐶 → 𝐶

Σ
(
ΠC𝜆𝑥.ΠC𝜆𝑦.ΠC𝜆𝑧. 𝑎𝑠𝑠 : (𝑥 𝑦 𝑧 : 𝐶) →
Eq (𝑜𝑝 · (𝑜𝑝 · 𝑥 · 𝑦) · 𝑧) (𝑜𝑝 · 𝑥 · (𝑜𝑝 · 𝑥 · 𝑦))

)
𝜆𝑎𝑠𝑠. (𝑥 ⊗ 𝑦) ⊗ 𝑧 = 𝑥 ⊗ (𝑦 ⊗ 𝑧)

Σ C𝜆𝑢. 1 : 𝐶

Σ (ΠC𝜆𝑥.Eq (𝑜𝑝 · 𝑢 · 𝑥) 𝑥) 𝜆𝑖𝑑𝑙. 𝑖𝑑𝑙 : (𝑥 : 𝐶) → 1 ⊗ 𝑥 = 𝑥

Σ (ΠC𝜆𝑥.Eq (𝑜𝑝 · 𝑥 · 𝑢) 𝑥) 𝜆𝑖𝑑𝑟. 𝑖𝑑𝑟 : (𝑥 : 𝐶) → 𝑥 ⊗ 1 = 𝑥

Σ (C ⇒ C) 𝜆𝑖𝑛𝑣. –−1 : 𝐶 → 𝐶

Σ (ΠC𝜆𝑥.Eq (𝑜𝑝 · (𝑖𝑛𝑣 · 𝑥) · 𝑥) 𝑢) 𝜆𝑖𝑛𝑣𝑙. 𝑖𝑛𝑣𝑙 : (𝑥 : 𝐶) → 𝑥−1 ⊗ 𝑥 = 1

ΠC𝜆𝑥.Eq (𝑜𝑝 · 𝑥 · (𝑖𝑛𝑣 · 𝑥)) 𝑢 𝑖𝑛𝑣𝑙 : (𝑥 : 𝐶) → 𝑥 ⊗ 𝑥−1 = 1

Kapcsolódó munkák. A fenti szignatúrákat más módszerrel leírta Fiore, Pitts és Steen-
kamp [FPS22]. Az ő változatuk támogatja a nyílt illetve végtelenül elágazó kvóciens induktív
típusokat is.

2.5. Kvóciens induktív-induktív típusok

6. Definíció (Zárt kvóciens induktív-induktív típusok, más néven zárt általánosított algebrai
elméletek). Tekintsük az alábbi másodrendű általánosított algebrai elméletet. Egy szignatúra az
alábbi Ty egy eleme.

Ty : Type
Tm : Ty → Type
Σ : (𝐴 : Ty) → (Tm 𝐴→ Ty) → Ty
U : Ty
El : Tm U → Ty rövidítés:
Π : (𝑎 : Tm U) → (Tm (El 𝑎) → Ty) → Ty 𝑎 ⇒ 𝐵 := Π 𝑎 (𝜆_.𝐵)
– · – : Tm (Π 𝑎 𝐵) → (𝑢 : Tm (El 𝑎)) → Tm (𝐵 𝑢)
Eq : Tm 𝐴→ Tm 𝐴→ Ty
reflect : Tm (Eq 𝑢 𝑣) → 𝑢 = 𝑣

A kategóriák szignatúrája kvóciens induktív-induktív típus. A jobb oldali informális szig-
natúrában a kompozíció első három paraméterét impliciten írjuk; a formális szignatúrákban
nincsenek implicit paraméterek.

ΣU𝜆𝑂𝑏. 𝑂𝑏 : Type,
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Σ (𝑂𝑏 ⇒ 𝑂𝑏 ⇒ U) 𝜆𝐻𝑜𝑚. 𝐻𝑜𝑚 : 𝑂𝑏 → 𝑂𝑏 → Type,
Σ
(
Π𝑂𝑏 𝜆𝐼.Π𝑂𝑏 𝜆𝐽.Π𝑂𝑏 𝜆𝐾.𝐻𝑜𝑚 · 𝐽 · 𝐼 ⇒ – ◦ – : {𝐼 𝐽 𝐾 : 𝑂𝑏} → 𝐻𝑜𝑚 𝐽 𝐼 →
𝐻𝑜𝑚 · 𝐾 · 𝐽 ⇒ El (𝐻𝑜𝑚 · 𝐾 · 𝐼)

)
𝜆𝑐𝑜𝑚𝑝. 𝐻𝑜𝑚 𝐾 𝐽 → 𝐻𝑜𝑚 𝐾 𝐼

Σ

(
Π𝑂𝑏 𝜆𝐼.Π𝑂𝑏 𝜆𝐽.Π𝑂𝑏 𝜆𝐾.Π 𝜆𝐿.Π (𝐻𝑜𝑚 · 𝐽 · 𝐼) 𝜆 𝑓 . 𝑎𝑠𝑠 : (𝐼 𝐽 𝐾 𝐿 : 𝑂𝑏) ( 𝑓 : 𝐻𝑜𝑚 𝐽 𝐼) →

Π (𝐻𝑜𝑚 · 𝐾 · 𝐽) 𝜆𝑔.Π (𝐻𝑜𝑚 · 𝐿 · 𝐾) 𝜆ℎ. (𝑔 : 𝐻𝑜𝑚 𝐾 𝐽) (ℎ : 𝐻𝑜𝑚 𝐿 𝐾) →
Eq

(
𝑐𝑜𝑚𝑝 · 𝐼 · 𝐾 · 𝐿 · (𝑐𝑜𝑚𝑝 · 𝐼 · 𝐽 · 𝐾 · 𝑓 · 𝑔) · ℎ

)
( 𝑓 ◦ 𝑔) ◦ ℎ =(

𝑐𝑜𝑚𝑝 · 𝐼 · 𝐽 · 𝐿 · 𝑓 · (𝑐𝑜𝑚𝑝 · 𝐽 · 𝐾 · 𝐿 · 𝑔 · ℎ)
) )
𝜆𝑎𝑠𝑠. 𝑓 ◦ (𝑔 ◦ ℎ)

Σ (Π𝑂𝑏 𝜆𝐼.El (𝐻𝑜𝑚 · 𝐼 · 𝐼)) 𝜆𝑖𝑑. 𝑖𝑑 : (𝐼 : 𝑂𝑏) → 𝐻𝑜𝑚 𝐼 𝐼

Σ
(
Π𝑂𝑏 𝜆𝐼.Π𝑂𝑏 𝜆𝐽.Π (𝐻𝑜𝑚 · 𝐽 · 𝐼) 𝜆 𝑓 . 𝑖𝑑𝑙 : (𝐼 𝐽 : 𝑂𝑏) ( 𝑓 : 𝐻𝑜𝑚 𝐽 𝐼) →
Eq (𝑐𝑜𝑚𝑝 · 𝐼 · 𝐼 · 𝐽 · (𝑖𝑑 · 𝐼) · 𝑓 ) 𝑓

)
𝜆𝑖𝑑𝑙. 𝑖𝑑 𝐼 ◦ 𝑓 = 𝑓

Π𝑂𝑏 𝜆𝐼.Π𝑂𝑏 𝜆𝐽.Π (𝐻𝑜𝑚 · 𝐽 · 𝐼) 𝜆 𝑓 . 𝑖𝑑𝑟 : (𝐼 𝐽 : 𝑂𝑏) ( 𝑓 : 𝐻𝑜𝑚 𝐽 𝐼) →
Eq (𝑐𝑜𝑚𝑝 · 𝐼 · 𝐽 · 𝐽 · 𝑓 · (𝑖𝑑 · 𝐼)) 𝑓 𝑓 ◦ 𝑖𝑑 𝐼 = 𝑓

További példák különböző programozási nyelvek szintaxisai, lásd a 4. fejezetben. Az egyen-
lőségre eliminátorára (reflect) azért van szükség, mert kvóciens induktív-induktív típusoknál
gyakran előfordul, hogy egy egyenlőség (vagy egy konstruktor) csak korábbi egyenlőségek miatt
értelmes. Egy egyszerű példa egy típuselmélet szignatúrájának következő részlete, informálisan:

𝐶𝑜𝑛 : Type,
𝑇 𝑦 : 𝐶𝑜𝑛→ Type
– ⊲ – : (Γ : 𝐶𝑜𝑛) → 𝑇𝑦 Γ → 𝐶𝑜𝑛

𝑈 : (Γ : 𝐶𝑜𝑛) → 𝑇𝑦 Γ

𝐸𝑙 : (Γ : 𝐶𝑜𝑛) → 𝑇𝑦 (Γ ⊲𝑈 Γ )
𝑤𝑘0 : (𝐴 : 𝑇𝑦 Γ ) → 𝑇𝑦 Γ → 𝑇𝑦 (Γ ⊲ 𝐴)
𝑤𝑘1 : (𝐴 : 𝑇𝑦 Γ ) → 𝑇𝑦 (Γ ⊲ 𝐵) → 𝑇𝑦 (Γ ⊲ 𝐴 ⊲ 𝑤𝑘0 𝐴 𝐵)
𝑤𝑘𝑈 : 𝑤𝑘0 𝐴 (𝑈 Γ ) = 𝑈 (Γ ⊲ 𝐴)
𝑤𝑘𝐸𝑙 : 𝑤𝑘1 𝐴 (𝐸𝑙 Γ ) = 𝐸𝑙 (Γ ⊲ 𝐴)

A 2.3. fejezetben megadott típuselmélet-részletet kiegészítettük két gyengítés (weakening) mű-
velettel, az egyik a környezet (𝐶𝑜𝑛) legvégére, a másik az utolsó előtti helyre tesz be egy újabb
típust. A két egyenlőség (𝑤𝑘𝑈 és 𝑤𝑘𝐸𝑙) elmondják, mi történik, ha egy 𝑈 illetve 𝐸𝑙 típust
gyengítünk. Utóbbi egyenlőség két oldalán azonban különböző (meta-)típusú kifejezések van-
nak:

𝑤𝑘1 𝐴 (𝐸𝑙 Γ ) : 𝑇𝑦 (Γ ⊲ 𝐴 ⊲ 𝑤𝑘0 𝐴 (𝑈 Γ )) 𝐸𝑙 (Γ ⊲ 𝐴) : 𝑇𝑦 (Γ ⊲ 𝐴 ⊲𝑈 (Γ ⊲ 𝐴)).

Ez azért nem probléma, mert a 𝑤𝑘𝑈 egyenlőség pont azt mondja, hogy ez a két (meta-)típus
megegyezik. Ha teljesen formálisan írjuk ezt le, akkor a 𝑤𝑘𝐸𝑙 egyenlőség kimondásakor fel kell
használni 𝑤𝑘𝑈-t.

A fenti szignatúrák önleíróak, tehát a szignatúrák elmélete is megadható szignatúrával.
A fenti szignatúra-fogalomnak megadtuk a metaelméleti függvénytérrel kiegészített elsőren-

dű változatát, mely támogatja a nyílt kvóciens induktív-induktív típusokat is. Megmutattuk,
hogy minden szignatúra meghatároz egy véges limites családos kategóriát, és hogy a szignatú-
rák elméletének szintaxisából le tudjuk vezetni bármely kvóciens-induktív-induktív típus ini-
ciális algebráját. Az eredményeket Thorsten Altenkirch-el és Kovács Andrással publikáltuk
[KKA19]. Kovács Andrással közösen mindezen eredményeket általánosítottuk végtelenül el-
ágazódó kvóciens-induktív-induktív típusokra és egyenlőség-paraméterekre (kvázi-varietásokra)
[KK20b].
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Kapcsolódó munkák. Az első példa kvóciens induktív-induktív típusra (bár nem ezen a
néven) a Cauchy-valós számok definíciója volt [Pro13]. A kvóciens induktív-induktív típus kife-
jezést Altenkirch és Kaposi vezette be a típuselmélet szintaxisának példáján keresztül [AK16].
Az első szemantikus leírást Altenkirch és mtsai. adták meg [Alt+18], ők még nem tudták kö-
rülírni a használható szignatúrákat, és nem bizonyították iniciális algebrák létezését. Kovács
András doktori disszertációja [Kov22] megmutatja, hogyan adhatók meg általános szabad al-
gebrák, míg Hugo Moeneclaey disszertációja [Moe22] megad feltételeket a ko-szabad algebrák
létezésére. További alkalmazások a parcialitás monad [ADK17] és a hibrid szemantika [DG20].
Az algebrai oldalon az általánosított algebrai elméleteket Cartmell adta meg [Car86; Bez+21],
ezekkel ekvivalensek az esszenciális algebrai elméletek [Fre72].

2.6. Magasabb induktív-induktív típusok

7. Definíció (Zárt magasabb induktív-induktív típusok, más néven zárt magasabb általánosí-
tott algebrai elméletek). Tekintsük az alábbi másodrendű általánosított algebrai elméletet. Egy
szignatúra az alábbi Ty egy eleme.

Ty : Type
Tm : Ty → Type
Σ : (𝐴 : Ty) → (Tm 𝐴→ Ty) → Ty
U : Ty
El : Tm U → Ty rövidítés:
Π : (𝑎 : Tm U) → (Tm (El 𝑎) → Ty) → Ty 𝑎 ⇒ 𝐵 := Π 𝑎 (𝜆_.𝐵)
– · – : Tm (Π 𝑎 𝐵) → (𝑢 : Tm (El 𝑎)) → Tm (𝐵 𝑢)
ID : Tm 𝐴→ Tm 𝐴→ Ty
refl : (𝑡 : Tm 𝐴) → Tm (ID 𝑡 𝑡)
J : (𝑃 : (𝑦 : Tm 𝐴) → Tm (ID 𝑥 𝑦) → Ty) → Tm (𝑃 𝑥 (refl 𝑥)) →

(𝑦 : Tm 𝐴) (𝑒 : Tm (ID 𝑥 𝑦)) → Tm (𝑃 𝑦 𝑒)
J𝛽 : J 𝑃 𝑝𝑟 (refl 𝑥) = 𝑝𝑟

Id : Tm (El 𝑎) → Tm (El 𝑎) → Tm U
refl : (𝑡 : Tm (El 𝑎)) → Tm (El (Id 𝑡 𝑡))
J : (𝑃 : (𝑦 : Tm (El 𝑎)) → Tm (El (Id 𝑥 𝑦)) → Ty) → Tm (𝑃 𝑥 (refl 𝑥)) →

(𝑦 : Tm (El 𝑎)) (𝑒 : Tm (El (Id 𝑥 𝑦))) → Tm (𝑃 𝑦 𝑒)
J𝛽 : Tm (ID (J 𝑃 𝑝𝑟 (refl 𝑥)) 𝑝𝑟)

A 6. definícióhoz képest az egyenlőség típus megadása változott: intenzionális egyenlőségünk
van (nincs egyenlőség reflexió, equality reflection, hanem az egyenlőség egy induktív típus), rá-
adásul kétféle: ID tetszőleges típusok elemei között felírható, és szigorú 𝛽 szabálya van, míg
Id csak a fajták elemei között írható fel, és gyenge a 𝛽 szabálya, mely az előbbi egyenlőség-
gel van kifejezve. Egy másik fontos különbség, hogy míg az összes korábbi szignatúra értelmes
extenzionális típuselméletben, tehát, ha a metaelméletben az egyenlőség típus és a definício-
nális egyenlőség megegyeznek, a magasabb induktív típusok csak intenzionális típuselméletben
értelmesek.

A magasabb induktív típusok a homotópia-típuselméletből származnak [Pro13], a legegysze-
rűbb példák a topológiából származnak, ilyen a kör és a tórusz. Alább megadjuk a szignatúráikat
formálisan és informálisan. A – • – tranzitivitás operátort J segítségével adjuk meg, itt most
nem fejtjük ki.

ΣU𝜆𝑆1. 𝑆1 : Type
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Σ (El 𝑆1) 𝜆𝑏𝑎𝑠𝑒. 𝑏𝑎𝑠𝑒 : 𝑆1

El (Id 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒) 𝑙𝑜𝑜𝑝 : 𝑏𝑎𝑠𝑒 = 𝑏𝑎𝑠𝑒

ΣU𝜆𝑇2. 𝑇2 : Type

Σ (El𝑇2) 𝜆𝑏. 𝑏 : 𝑇2

Σ (El (Id 𝑏 𝑏)) 𝜆𝑝. 𝑝 : 𝑏 = 𝑏

Σ (El (Id 𝑏 𝑏)) 𝜆𝑞. 𝑞 : 𝑏 = 𝑏

El (Id (𝑝 • 𝑞) (𝑞 • 𝑝)) 𝑡 : 𝑝 • 𝑞 = 𝑞 • 𝑝

A tórusz érdekessége, hogy utolsó konstruktora egy iterált egyenlőséget ad, két különböző 𝑏 = 𝑏

közötti egyenlőség egyenlőségét adja meg.
Kovács Andrással közösen a fenti szignatúráknak csak egy nagyon egyszerű szemantikáját

adtuk meg, mely kizárólag az algebra, homomorfizmus, függő algebra és függő homomorfizmus
fogalmakat tartalmazza [KK18; KK20a].

Kapcsolódó munkák. Christian Sattler megmutatta, hogyan kell a teljes kategória-szemantikát
megadni, és megmutatni, hogy a függő elimináció ekvivalens az inicialitással [Sat19]. Az ini-
ciális algebrák konstrukciója még nyitott. Magasabb induktív-induktív típusokra más leírás
illetve szemantika nem létezik. Az első példákat magasabb induktív típusokra a homotópia-
típuselmélet könyben találjuk [Pro13]. Magasabb induktív típusok szemantikus leírását adta
meg Lumsdaine és Shulman [LS20], a homotópia-típuselmélet kubikális modellje támogatja
őket [CHM18], és egy külső szintaktikus leírásukat operációs szemantikával megadta Cavallo és
Harper [CH19]. Ezek a szemantikák nem kezelik az induktív-induktív aspektussal rendelkező
magasabb induktív típusokat.

2.7. Másodrendű általánosított algebrai elméletek

8. Definíció (Zárt másodrendű általánosított algebrai elméletek). Tekintsük az alábbi másod-
rendű általánosított algebrai elméletet. Egy szignatúra az alábbi Ty egy eleme.

Ty : Type
Tm : Ty → Type
Σ : (𝐴 : Ty) → (Tm 𝐴→ Ty) → Ty
U : Ty
El : Tm U → Ty rövidítés:
Π : (𝑎 : Tm U) → (Tm (El 𝑎) → Ty) → Ty 𝑎 ⇒ 𝐵 := Π 𝑎 (𝜆_.𝐵)
– · – : Tm (Π 𝑎 𝐵) → (𝑢 : Tm (El 𝑎)) → Tm (𝐵 𝑢)
Eq : Tm 𝐴→ Tm 𝐴→ Ty
reflect : Tm (Eq 𝑢 𝑣) → 𝑢 = 𝑣

U+ : Ty

el+ : Tm U+ → Tm U

𝜋+ : (𝑎+ : Tm U+) →
(
Tm

(
El (el+ 𝑎+)

)
→ Tm U

)
→ Tm U 𝑎⇒+ 𝑏 := 𝜋+ 𝑎+ (𝜆_.𝑏)

lam+ :
(
𝑥 : El (el+ 𝑎+)

)
→ Tm (El (𝑏 𝑥)) � Tm

(
El (𝜋+ 𝑎+ 𝑏)

)
: – ·+ –

Az utolsó sorban az 𝑓 : 𝑋 � 𝑌 : 𝑔 jelölés izomorfizmust jelent, tehát 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 és 𝑔 : 𝑌 → 𝑋

függvényeket, melyekre 𝑓 ◦ 𝑔 = id és 𝑔 ◦ 𝑓 = id.

A fenti definíció röviden: típuselmélet Σ típusokkal és extenzionális egyenlőséggel, egy
Tarski-univerzum U-val, a típusok zártak U-beli értelmezési tartományú függvényekre, U+ egy
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aluniverzuma U-nak, és U zárt az U+-beli értelmezési tartományú függvényekre. U elemei a
normál fajták, U+ elemei azon fajták, melyek szerepelhetnek másodrendű függvényekben.

A fenti definícióval megadhatók a 2, 4, 5, 6, 7, 8. definíciók elméletei (tehát ez is önleíró).
A 3. definíció elmélete is megadható, ha kiegészítjük paraméter-típusokkal.

Ha a programozási nyelveket másodrendű általánosított algebrai elméletként adjuk meg, ak-
kor a legegyszerűbb programozási nyelv Church lambda kalkulusa (ha csak elsőrendű nyelveket
engedünk meg, akkor ennél egyszerűbb Schönfinkel kombinátor-kalkulusa). A lambda kalkulus
a következő szignatúrával adható meg.

ΣU+ 𝜆𝑇𝑚 𝑇𝑚 : Type

Σ
(
(𝑇𝑚⇒+ el+ 𝑇𝑚) ⇒ El (el+ 𝑇𝑚)

)
𝜆𝑙𝑎𝑚. 𝑙𝑎𝑚 : (𝑇𝑚 → 𝑇𝑚) → 𝑇𝑚

Σ
(
el+ 𝑇𝑚 ⇒ el+ 𝑇𝑚 ⇒ El (el+ 𝑇𝑚)

)
𝜆𝑎𝑝𝑝. 𝑎𝑝𝑝 : 𝑇𝑚 → 𝑇𝑚 → 𝑇𝑚

Π (𝑇𝑚⇒+ el+ 𝑇𝑚) 𝜆𝑏.Π (el+ 𝑇𝑚) 𝜆𝑎. 𝛽 : (𝑏 : 𝑇𝑚 → 𝑇𝑚) (𝑎 : 𝑇𝑚) →
Eq (𝑎𝑝𝑝 · (𝑙𝑎𝑚 · 𝑏) · 𝑎) (𝑏 ·+ 𝑎) 𝑎𝑝𝑝 (𝑙𝑎𝑚 𝑏) 𝑎 = 𝑏 𝑎

A másodrendű algebrai elméletekre nincsen értelmes homomorfizmus-fogalom: az világos, mi
egy másodrendű lambda-kalkulus algebra (a fenti informális jobb oldali definíció összes kom-
ponense): tekintsünk egy 𝑓 : 𝑇𝑚𝑀 → 𝑇𝑚𝑁 függvényt, mely megőrzi az 𝑎𝑝𝑝 műveletet ((𝑡 𝑎 :
𝑇𝑚𝑀) → 𝑓 (𝑎𝑝𝑝𝑀 𝑡 𝑎) = 𝑎𝑝𝑝𝑁 ( 𝑓 𝑡) ( 𝑓 𝑎)). Mit jelent az, hogy megőrzi a 𝑙𝑎𝑚 műveletet? Va-
lami ilyesmire lenne szükség: (𝑏 : 𝑇𝑚𝑀 → 𝑇𝑚𝑀) → 𝑓 (𝑙𝑎𝑚𝑀 𝑏) = 𝑙𝑎𝑚𝑁 (𝜆𝑎. 𝑓 (𝑏 ?)), ahol ?
típusa 𝑇𝑚𝑀 , a bemenetünk 𝑎 : 𝑇𝑚𝑁 , tehát 𝑓 inverzére lenne szükség (izomorfizmus-fogalom
van másodrendű algebrai elméletekre, de homomorfizmus-fogalom nincs).

Ezért a megoldás, hogy a másodrendű elméletet lefordítjuk elsőrendűre: bevezetjük a kör-
nyezeteket (context) és helyettesítéseket (substitution), a környezetek összegyűjtik a kötő operá-
torok (amilyen a 𝑙𝑎𝑚) kötött paramétereit. A lamdba kalkulus elsőrendű szignatúrája, amelyet
egy ilyen fordítás eredményeként kapunk, a következő.

Con : Type [id] : 𝑡 [id] = 𝑡

Sub : Con → Con → Type – ⊲ : Con → Con
– ◦ – : Sub∆Γ → SubΘ ∆ → SubΘ Γ – , – : Sub∆Γ → Tm∆ → Sub∆ (Γ ⊲)
ass : (𝛾 ◦ 𝛿) ◦ 𝜃 = 𝛾 ◦ (𝛿 ◦ 𝜃) p : Sub (Γ ⊲) Γ
id : SubΓ Γ q : Tm (Γ ⊲)
idl : id ◦ 𝛾 = 𝛾 ⊲𝛽1 : p ◦ (𝛾, 𝑡) = 𝛾

idr : 𝛾 ◦ id = 𝛾 ⊲𝛽2 : q[𝛾, 𝑡] = 𝑡

⋄ : Con ⊲𝜂 : 𝜎 = (p ◦ 𝜎, q[𝜎])
𝜖 : SubΓ ⋄ lam : Tm (Γ ⊲) → TmΓ

⋄𝜂 : (𝜎 : SubΓ ⋄) → 𝜎 = 𝜖 lam[] : (lam 𝑡) [𝛾] = lam (𝑡 [𝛾 ◦ p, q])
Tm : Con → Type app : TmΓ → TmΓ → TmΓ

– [–] : TmΓ → Sub∆Γ → Tm∆ app[] : (app 𝑡 𝑢) [𝛾] = app (𝑡 [𝛾]) (𝑢[𝛾])
[◦] : 𝑡 [𝛾 ◦ 𝛿] = 𝑡 [𝛾] [𝛿] 𝛽 : app (lam 𝑡) 𝑢 = 𝑡 [id, 𝑢]

Tehát a környezetek és a helyettesítések egy kategóriát alkotnak (Con, . . . , idr), ennek van termi-
nális objektuma (⋄, 𝜖 , ⋄𝜂), a termek ezen előkévét (Type-ba képező funktort) alkotnak (Tm, . . . ,
[id]) alkotnak, mely lokálisan reprezentálható (– ⊲, . . . , ⊲𝜂), és a lam művelet függvény-bemenet
helyett egy eggyel nagyobb környezetben levő termet kap. Az applikáció csak a korábbi 𝑎𝑝𝑝
környezetekkel indexelt változata, a 𝛽 szabályban pedig jobb oldalon metaelmélet függvény-
alkalmazás helyett helyettesítés szerepel (a Tm funktor morfizmusokon értelmezett művelete).
Ezen kívül minden művelet természetes transzformáció (lam[], app[]).
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Szumi Xie-vel közösen a másodrendű → elsőrendű fordítást általánosan megadtuk [KX24a].
A fordítás működik nyílt és végtelenül elágazó elméletekre is, és kétféle változata van: a pár-
huzamos helyettesítési kalkulusra és az egyszeri helyettesítési kalkulusra épülő (a fenti példa
fordítás-végeredmény a párhuzamos fordítás eredménye). Bebizonyítottuk a párhuzamos fordí-
tás helyességét: ez azt jelenti, hogy a kapott szignatúra modelljei megegyeznek a naív előkéve
modellekkel, amit a magasabbrendű absztrakt szintaxis eredeti szemantikájában [Hof99] ka-
punk.

Közvetlenül másodrendű algebrai elméletekkel dolgozni nehéz, mert még nem ismerjük, hogy
mi a megfelelő metaelmélet, melyben lehet velük dolgozni (úgy tűnik, hogy valamilyen multi-
modális típuselméletre [Gra+21] lesz szükség). Rafaël Bocquet-val és Christian Sattler-rel kö-
zösen megmutattuk, hogy a típuselmélet kanonicitás, normalizálás, parametricitás bizonyítása
közvetlenül másodrendű elmélettel dolgozva is megadható [BKS23].

Kapcsolódó munkák. A másodrendű általánosított algebrai elméleteket Uemura kezd-
te el használni típuselméletek leírására [Uem21]. Uemura megadott egy szintaktikus definíci-
ót a szignatúrákra, magukat az elméleteket prezentáció-független módon, representable map
category-ként adta meg. A mi leírásunk a kettő között van: absztrakt, de közel a szintaxishoz.
Másodrendű egyszerű algebrai elméleteket használtak programozási nyelvek leírására, ilyen a
magasabbrendű absztrakt szintaxis [Hof99; FPT99], logikai keretrendszerek [HHP93; Har21],
kétszintű típuselmélet [Ann+23],

3. Kvóciens-induktív típusokat támogató metanyelvek
Az előző fejezet metanyelve az extenzionális típuselmélet [Mar84], melyben nincs különbség az
egyenlőség típus és az konverzió reláció (operációs szemantika, definicionális egyenlőség) kö-
zött. Ha számítógépen formalizálni szeretnénk az eredményeket, azt valamilyen intenzionális
típuselméletben kell végezni, mert extenzionális típuselméletben a konverzió reláció eldönthe-
tetlen [CCD17]. A konverzió eldöntetősége alapvető követelmény jól használható típusellenőrző
implementálásához.

A típuselmélet legtöbb elérhető implementációja (Agda, Coq, Idris, Lean) intenzionális
egyenlőség típusra épül, és nem támogatja a kvóciens típusokat, kizárólag posztulálni tud-
juk őket. Ekkor azonban elveszik a kanonicitás [Coq19] tulajdonság: lesznek olyan zárt Bool
típusú termek, melyeket futtatva (normalizálva) nem kapunk sem true-t, sem false-ot, hanem
valamelyik posztulátumon elakad a kiértékelés. A kubikális Agda [VMA21] a típuselmélet vég-
telen groupoid modelljére [Coh+17] épül, és támogatja a kvóciens-induktív típusokat. Azonban
a típuselméletnek a jóval egyszerűbb setoid modellje [Alt99] is támogatja a kvóciens-induktív
típusokat, és először ezt ismertetjük. Utána kitérünk a magasabb dimenziós változatra.

3.1. Setoid típuselmélet

A setoid modellben egy zárt típust egy meta-típussal és egy azon a típuson értelmezett homogén
bináris ekvivalenciarelációval adunk meg. Ezt a relációt a típus egyenlőségének tekintjük. Mivel
szabad kezünk van az egyenlőség reláció megadásánál, tetszőleges kvócienst megvalósíthatunk
így. Például egy adott típust úgy tudunk állítássá csonkítani, hogy relációnak a teljes relációt
adjuk meg: így tetszőleges két eleme egyenlő lesz, és csak annyi információt látunk a típusból,
hogy van-e eleme vagy nincs (egy állítás egy olyan típus, melynek minden eleme egyenlő). Vagy
megadhatjuk a Cauchy valós számokat Bishop [Bri99] stílusában, de magasabb absztrakciós
szinten, kvóciensként [Pro13] (ez egy kvóciens induktív-induktív típus). A setoid modellben a
kvócienseken túl a koinduktív típusok is jól működnek, például két pontonként egyenlő végtelen
folyam egyenlő, vagy két pontonként egyenlő függvény is egyenlő. Ezenkívül igaz az állításokra
vonatkozó extenzionalitás szabály, tehát két logikailag ekvivalens állítás egyenlő.
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A setoid modellre építve megadtunk egy setoid típuselméletet, mely a Martin-Löf típusel-
mélet kiegészítése újabb konverziós szabályokkal, melyek leírják, hogy hogyan kell kiszámítani
egyes típusok egyenlőségét, valamint az egyenlőség eliminátorával hogyan kell számításokat
végezni. Ez volt az első típuselmélet, melyben igaz a függvény-extenzionalitás és egy tényle-
ges bővítése Martin-Löf típuselméletének, anélkül, hogy pl. elvennénk azt a szabályt, hogy az
egyenlőség eliminátora a reflexivitásra alkalmazva identitás. A setoid típuselmélet szemanti-
káját nem egyszerűen egy modellel, hanem egy fordítással adtuk meg, a setoid típuselméletet
egyszerű Martin-Löf típuselméletre fordítottuk le. Az eredményeket Thorsten Altenkirch-el, Si-
mon Boulier-rel és Nicolas Tabareau-val közösen publikáltuk [Alt+19]. Nyitott volt még a setoid
modellben a függő univerzum (típusok típusa) konstrukciója, ezt szintén fordítással meg tud-
tuk adni: ha a fordítás célnyelvében vannak induktív-induktív típusok, akkor a tárgynyelvben
megadható egy univerzum. Ezt az eredményt Thorsten Altenkirch-el, Simon Boulier-rel, Ch-
ristian Sattler-rel és Filippo Sestini-vel közösen publikáltuk [Alt+21]. A setoid típuselméletnek
elkészült egy kísérleti implementációja is [Kov23]. Szumi Xie-vel közösen megmutattuk, hogy
a setoid modell támogatja a 6. definícióban megadott univerzális kvóciens induktív-induktív
típust, melyre az összes kvóciens induktív-induktív típus visszavezethető [KX21].

A setoid típuselmélet problémája, hogy nem teljesül benne az egyedi kiválasztási axióma.
Ez az axióma szükséges például ahhoz, hogy egy függvény gráfjából megkapjunk egy konkrét,
végrehajtható függvényt. A setoid típuselmélet magasabb változatában az egyedi kiválasztási
axióma teljesül, ezt a következő alfejezetben ismertetjük.

Kapcsolódó munkák. A setoid típuselmélet egy korai változata az observational type
theory [AMS07]. Loïc Pujet és Nicolas Tabareau továbbfejlesztették a setoid típuselméletet,
egyszerűsítették a szintaxisát, bebizonyították a normalizálás tulajdonságot [PT22], modellez-
ték az impredikatív függvényteret [PT24], és végül Pujet konstruált egy univerzumot, mely
nem használ induktív-induktív típusokat (még nincs publikálva). A setoid típuselmélethez ha-
sonló rendszer Maietti és munkatársainak a minimalista rendszere a konstruktív matematika
megalapozására [Mai09].

3.2. Higher observational type theory

A Martin-Löf típuselméletben az egyenlőség egy induktív típussal van megadva, mint a leg-
kisebb reflexív reláció. A setoid típuselméletben minden típusra külön számítjuk ki annak
egyenlőség típusát, például párok egyenlősége egyenlőségek párja (=𝐴 az 𝐴 típusra vonatko-
zó egyenlőség típus, ≡ a konverzió reláció):(

(𝑎, 𝑏) =𝐴×𝐵 (𝑎′, 𝑏′)
)
≡
(
(𝑎 =𝐴 𝑎

′) × (𝑏 =𝐵 𝑏
′)
)
.

A setoid típuselméletben az univerzum (Type, típusok típusa) egyenlősége a típusok struktúrája
szerinti indukcióval van megadva, például(

(𝐴 × 𝐵) =Type (𝐴′ × 𝐵′)
)
≡
(
(𝐴 =Type 𝐴

′) × (𝐵 =Type 𝐵
′)
)
.

A homotópia-típuselméletben [Pro13] Voevodsky univalence axiómája azt mondja, hogy a tí-
pusok egyenlősége ugyanaz, mint a típusok közötti bijekciók (izomorfizmusok, ekvivalenciák)
halmaza. Ez a következő számítási szabálynak felelne meg:

(𝐴 =Type 𝐵) ≡ (𝐴 � 𝐵).
A higher observational type theory (HOTT) egy olyan, egyelőre képzeletbeli típuselmélet, mely-
ben teljesül a fenti számítási szabály.

Ennek megadása egy fontos jövőbeli cél, amit eddig sikerült elérni, az a HOTT-nek egy
gyenge változata, melyben a típusok egyenlősége a típusok közötti relációk típusával egyezik
meg, tehát

(𝐴 =Type 𝐵) ”≡” (𝐴→ 𝐵 → Type).

16



A konverzió relációt azért tettük idézőjelbe, mert a jobb és bal oldal között csak szekció-retrakció
kapcsolat van, és nem konverzió. Azonban már ennek a rendszernek is végtelen-dimenziós ku-
bikális halmazok a modelljei, mert a fenti megfeleltetés iterálható: a típusok egyenlősége reláció,
a relációk egyenlősége még bonyolultabb reláció, és így tovább. Az így kapott típuselmélet bel-
ső parametricitással (internal parametricity) rendelkezik, például be lehet bizonyítani benne,
hogy az (𝐴 : Type) → 𝐴 → 𝐴 típusnak csak egyetlen eleme van, míg az (𝐴 : Type) → 𝐴 → 𝐴

típusnak két eleme van. Ezt a típuselméletet parametric observational type theory-nak (POTT)
nevezzük. A POTT szabályait, a kubikális halmazokra épülő modelljét és a POTT-re vonatko-
zó kanonicitás bizonyítást Thorsten Altenkirch-el, Michael Shulman-nal és Yorgo Chamoun-nal
közösen publikáltuk [Alt+24].

Kapcsolódó munkák. A homotópia-típuselmélet első modellje szimpliciális halmazokra
épült [KL21], az első konstruktív modellje kubikális halmazokra [BCH19]. Egy másik kubikális
halmaz modellre épül a kubikális típuselmélet nyelve [Coh+17], melyet a kubikális Agda bizonyí-
tórendszer implementál [VMA21]. Azóta többféle kubikális modellt és típuselméletet dolgoztak
ki [AFH18; Ang+21; Awo+24], ezek közül mindegyik beépíti a geometriát (egy absztrakt in-
tervallum típust és magasabb dimenziós kocka-kitöltő operátorokat) a szintaxisba. A HOTT
előnye az lenne, hogy a szabályai sokkal egyszerűbbek, több konverziós szabály teljesül, és po-
tenciálisan hatékonyabban lehet implementálni, mint az intervallumra építő típuselméleteket.

4. Programozási nyelvek algebrai leírása
Ebben a fejezetben különböző (programozási) nyelveket írunk le az algebrai módszerrel, és
ezek tulajdonságait bizonyítjuk. Sokáig nem volt világos, hogy algebrai módon le lehet-e írni a
Russell-univerzumokat, be lehet-e bizonyítani a kanonicitást vagy a normalizálást, lehet-e írni
típusellenőrzőt.

Doktori disszertációmban megmutattam, hogy a normalizálás bizonyítható algebrai módon
is, és nincs szükség típus nélküli pretermekre vagy konverzió relációra. Ez azért jelentős, mert az
algebrai szintaxison minden függvénynek meg kell őriznie a konverzió relációt: tehát például nem
különböztethetjük meg semilyen formában az 1+1 és a 2 termeket: a normalizálás során viszont
sehol sincs szükség ezen kvóciens megtörésére. A kapott normálformák egyenlősége nem volt
triviálisan eldönthető, ezt javítottuk ki Thorsten Altenkirch-el közösen [AK17]. A normalizá-
lás bizonyítás jelentős részét formalizáltuk az Agda bizonyítórendszerben. Ehhez kapcsolódóan
megmutattuk, hogy típusellenőrzés során kizárólag jól típusozott (algebrai) termek egyenlő-
ségét kell eldönteni [Kap18]. Megmutattuk, hogy az algebrai normalizálás-bizonyítás működik
nagyméretű eliminációval rendelkező Bool-okkal kiegészített típuselméletre is [AKK17].

A normalizálás egy speciális esete a kanonicitás, megmutattuk, hogy a kanonicitás pedig
a kategorikus ragasztásnak egy speciális esete, mely tetszőleges típuselmélet-modellre elvégez-
hető. Típuselmélet modellek kategorikus ragasztásából ezen kívül megkapjuk a szintaktikus és
szemantikus parametricitást is. A kategorikus ragasztásra vonatkozó eredményeket Christian
Sattler-rel és Simon Huber-rel közösen publikáltuk [KHS19].

Régóta ismert, hogy Schönfinkel kombinátor kalkulusának és Church lambda kalkulusának
szintaxisa valamilyen értelemben ekvivalens [HS08]. Megmutattuk, hogy ez az ekvivalencia al-
gebrai módon is bebizonyítható: a lambda kalkulust is, mint algebrai elméletet adjuk meg (típus
nélküli illetve egyszerűen típusos családos kategóriákkal), és az ekvivalencia bizonyítása során
nem kell megtörni a kvócienst. A típusozás a bizonyításunk paramétere, ezért egyszerre lát-
tuk be ugyanazt a típus nélküli és az egyszerű típusokkal rendelkező lambda kalkulusra illetve
kombinátor kalkulusra. Ezeket az eredményeket Thorsten Altenkirch-el, Artjoms Sinkarovs-val
és Végh Tamással közösen publikáltuk [Alt+23], a cikk összes állítását kubikális Agdában is
formalizáltuk.
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A Russell-univerzumok azt jelentik, hogy valójában nem különítjük el a típusokat és a terme-
ket, hanem a típusok csak olyan termek, amelyek típusa valamilyen univerzum. Közvetlenül így
megadva a termeket azonban nagyon függő (very dependent) típusokat kapunk, melyek algeb-
railag értelmezhetetlenek: a term megjelenik saját típusában. Thorsten Altenkirch-el, Artjoms
Sinkarovs-val és Végh Tamással közösen megadtunk egy módszert, mellyel az ilyen nagyon füg-
gő típusok is értelmezhetők algebrai módon, ezt Münchhausen módszernek neveztük [Alt+22].
A cikkben a Münchhausen módszert alkalmaztuk a Russell-univerzumok, a végtelen soroza-
tok, többdimenziós tömbök, a környezetek nélküli típuselmélet és a függő kombinátor kalkulus
megadására.

A típuselmélet legnépszerűbb algebrai leírása családos kategóriákra [CCD21], más néven
párhuzamos helyettesítésekre épül. Luksa Norberttel közösen megmutattuk, hogy az egyszerű
típuselmélet [KL20] megadható egyes helyettesítési kalkulussal. Szumi Xie-vel közösen meg-
mutattuk, hogy ugyanez megtehető a függő típuselméletre is [KX24b]. Az egyes helyettesítési
kalkulus közelebb van a szokásos informális leíráshoz és kevesebb műveletet illetve egyenlősé-
get tartalmaz, mint a párhuzamos helyettesítési kalkulus. A jövőben lehet, hogy alkalmazható
a típuselmélet szintaxisának halmaz-csonkítás nélküli megadására. Jelenleg nem ismert, hogy
homotópia-típuselméletben megadható-e a típuselmélet végtelen-dimenziós szintaxisa, ennek a
kérdésnek az eldöntésében segíthet az egyes helyettesítési kalkulus.

Az algebrai típuselmélet-leírás nagyon jól működik papíron, de a számítógépes formalizálás
nehéz. Ennek az az oka, hogy bizonyos műveletek és egyenlőségek csak korábbi egyenlőségek
miatt típushelyesek, így a korábbi egyenlőséggel transzportálni kell bizonyos termeket (lásd 2.5.
alfejezet). A transzport az egyenlőség típus eliminátora, ha reflexivitásra alkalmazzuk, akkor
az identitás függvény. Az ebből keletkező helyzetet transzport pokolként szokás jellemezni. A
transzport pokol kezelésére kétféle módszer ismert: (i) elkerüljük az indexelt típusok alkalma-
zását, más szóval esszenciális algebrai elméletekkel dolgozunk általánosított algebrai elméletek
helyett; (ii) az egyenlőségeket szigorúvá (definicionálissá, konverzióvá) alakítjuk, így a transz-
portok eltűnnek (mert a definicionális egyenlőség reflexivitással bizonyítható). Az (i) módszer
problémája, hogy sokkal kevésbé olvasható, és távolabb van a típuselmélet gyakorlati implemen-
tációitól. A (ii) lehetőséget használjuk ki, amikor a típuselméletet sekélyen beágyazzuk a saját
implementációjába (ezt nevezik standard modellnek, metacirkuláris modellnek, halmaz/típus
modellnek is). Ilyenkor a metanyelv eldönti helyettünk az egyenlőségeket, így az algebrai elmélet
összes egyenlősége definíció szerint teljesülni fog, és az összes transzport eltűnik. Így a típusel-
mélet sekély beágyazása fölött nagyon könnyű függő modelleket megadni, és így a típuselmélet
szintaxisa szerinti indukciós bizonyítások helyességét számítógéppel ellenőrizni. Megmutattuk,
hogy feltételezve a metanyelvi implementáció helyességét, ez a módszer pontosan akkor műkö-
dik, amikor mély beágyazásra is működik a bizonyítás. Az ilyen módszerrel csak ellenőrizni lehet
a bizonyításokat, de nem tudjuk futtatni a bizonyításokat, hiszen a sekély beágyazásra nincs
indukciós elvünk. Az eredményeket Kovács Andrással és Nicolai Kraus-szal közösen publikáltuk
[KKK19].

Míg extenzionális típuselméletben vagy setoid típuselméletben egy (elsőrendű) algebrai el-
méletnek egyféle modell-fogalma van, intenzionális típuselméletben (ahol nem teljesül a függvény-
extenzionalitás), kétféle módon adhatók meg az egyenlőségek: pontonként illetve pontmentes
módon. Például a félcsoportok asszociativitás tulajdonsága a következő pontonként (bal oldal)
illetve pontfüggetlen módon (jobb oldal), 𝐶 a félcsoport alaphalmaza, ⊗ a művelet:

(𝑥 𝑦 𝑧 : 𝐶) → (𝑥 ⊗ 𝑦) ⊗ 𝑧=𝐶 𝑥 ⊗ (𝑦 ⊗ 𝑧)
(
𝜆𝑥 𝑦 𝑧.(𝑥 ⊗ 𝑦) ⊗ 𝑧

)
=𝐶→𝐶→𝐶→𝐶

(
𝜆𝑥 𝑦 𝑧.𝑥 ⊗ (𝑦 ⊗ 𝑧)

)
Ha van függvény-extenzionalitásunk, akkor a bal oldaliból következik a jobb oldali egyenlőség,
ha nincs, akkor a jobb oldali erősebb. Hasonlóképpen az állítások algebrai struktúrája is meg-
adható pontfüggetlen módon: egy állítás egy 𝑃 halmaz, melynek bármely két eleme egyenlő, a
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bal oldali ennek a pontonkénti, a jobb oldali a pontfüggetlen megfogalmazása:

(𝑥 𝑦 : 𝑃) → 𝑥 =𝑃 𝑦 (𝜆𝑥 𝑦.𝑥) =𝑃→𝑃→𝑃 (𝜆𝑥 𝑦.𝑦)

Ha a metaelméletünkben nincs függvény-extenzionalitás, akkor a bal oldai állítás-fogalom nem
zárt a függvény típusokra, míg a jobb oldali igen. Ezt a tulajdonságot kihasználva megad-
tuk a setoid modellnek egy változatát, mely intenzionális metaelméletben, az állítások szigorú
univerzuma nélkül is működik. Sajnos ez a modell nem támogat induktív típusokat, emiatt kor-
látozott a használata, de illusztrálja, hogy pontfüggetlen egyenlőségekkel teljesen intenzionális
környezetben is lehet dolgozni. Az eredményeket Donkó Istvánnal közösen publikáltuk [DK21].

Az eddig felsorolt eredmények mind elsőrendű algebrai elméletekre vonatkoztak. A 2.7. feje-
zetben leírt másodrendű algebrai leírás magasabb szintű, kevesebb adminisztrációt (boilerplate-
et) tartalmaz, mint az elsőrendű. Christian Sattler-ral és Rafaël Bocquet-val közösen megmutat-
tuk, hogy a típuselmélet kanonicitás, normalizálás és parametricitás bizonyításai megadhatók
közvetlenül másodrendű függő modellekkel [BKS23]. Az alapötlet az, hogy az elsőrendű rep-
rezentációra [KX24a] szintén szükség van, a másodrendű függő modell egy elsőrendű modell
fölött adható meg, az elsőrendű modell viszont mindig generálható másodrendű modellből úgy-
nevezett kontextualizációval (ami szintén a standard/metacirkuláris/halmaz/típus modell egy
változata). Az ehhez szükséges metanyelv egy előkéve modell belső nyelve, és még nem vilá-
gos, hogy tetszőleges másodrendű algebrai elmélethez mi a legmegfelelőbb előkéve modell. Egy
adott nyelv megadása és a nyelvben való programozás azonban mindenképpen kényelmesebb
másodrendű módon [Kap24].

Kapcsolódó munkák. Továbbra sincs formalizálva algebrai normalizálás-bizonyítás. A
legteljesebb típuselméletekre vonatkozó normalizálás-bizonyítások mind alacsony szinten dog-
loznak [AÖV18; Adj+24]. Coquand mutatta meg, hogy a normalizálás egy speciális esete a
kanonicitás, mely jóval egyszerűbben, előkéve struktúrák nélkül is bizonyítható [Coq19]. Az
egyszeres helyettesítési kalkulus egy kategóriaelméleti modellje a B-rendszer [Ahr+23]. A mi
egyszeres helyettesítési kalkulusunk kevesebb egyenlőséget tartalmaz, ezért több modellje van,
mint a B-rendszereknek, a szintaxisok viszont ekvivalensek. A transzport pokol elkerülésének
esszenciális algebrai módját választotta Brunerie és de Boer [BB20], amikor felépítették a típus-
elmélet iniciális modelljét kvóciens típusok segítségével. A sekély beágyazás módszerét mások is
alkalmazták a típuselmélet szintaxisán megadott indukció formalizálására [BPT17], de a mód-
szer helyességét nem bizonyították. Pontfüggetlen egyenlőségeket Hugunin is használt induktív
típusok W-típusokra való visszavezetésére [Hug20], és mi is használtuk a setoid modell szi-
gorú transzport szabályának formalizálására [Alt+19]. A közvetlen másodrendű modellekkel
való érvelés alternatív, kategorikus módszerét Jon Sterling fejlesztette ki [Ste22], ez esszenciális
algebrai leírásra épül, míg a mi módszerünk általánosított algebrai leírásra épül.
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5. Tézisek
Az egyes téziseknél listázzuk a vonatkozó saját publikációkat.

1. A szignatúrák elmélete módszer kidolgozása, és alkalmazása a következő induktív típus-
osztályokra.

a) kölcsönösen megadott induktív típusok [KR20],

b) induktív-induktív típusok [KKL20],

c) kvóciens induktív-induktív típusok [KKA19; KK20b],

d) magasabb induktív-induktív típusok [KK18; KK20a],

e) másodrendű általánosított algebrai elméletek [KX24a].

Az a)–c) osztályok minden tagjára a kategorikus szemantika megadása és az iniciá-
lis algebrák létezésének bizonyítása. A d) osztály tagjaira a (függő) algebra és (függő)
homomorfizmus-fogalom megadása. Az e) osztály tagjainak elsőrendű algebrai elméletre
(kvóciens induktív-induktív típusra) fordítása és a fordítás helyességének bizonyítása.

2. A setoid típuselmélet kidolgozása a következő szolgáltatásokkal:

a) függvény-extenzionalitás, propozicionális extenzionalitás, kvóciens típusok, szigorú
számítási szabály az egyenlőség eliminátorára [Alt+19],

b) univerzum, amely zárt az összes típusra [Alt+21],

c) univerzális kvóciens induktív-induktív típus, ezen keresztül az összes kvóciens induktív-
induktív típus [KX21]

3. A parametric observational type theory kidolgozása, szemantikával és kanonicitás bizo-
nyítással [Alt+24].

4. Programozási nyelvek algebrai leírásának alkalmazásai.

a) Függő típuselméletre normalizálás bizonyítás és a konverzió reláció eldönthetősége
[AK17], a típuselmélet bővítése nagyméretű eliminációval rendelkező Bool típussal
[AKK17].

b) Kategorikus ragasztás típuselméletre [KHS19].

c) Kombinátor kalkulus és lambda kalkulus ekvivalenciája [Alt+23].

d) Münchhausen módszer a nagyon függő típusok algebrai megadására [Alt+22].

e) Egyes helyettesítési kalkulus egyszerű [KL20] és függő [KX24b] típuselméletre.

f) Sekély beágyazás típuselméletre vonatkozó metaelméleti bizonyítások számítógépes
ellenőrzésére [KKK19].

g) Pontfüggetlen egyenlőségek a setoid modell állítás-univerzum nélküli megadására
[DK21].

h) Metaelméleti bizonyítások függő típuselméletre másodrendű függő modellként meg-
adva [BKS23].
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