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1. Bevezetés

Egy matematikai vagy programozasi probléma megoldasat azon az absztrakcios szinten kiva-
natos végezni, azon a nyelven érdemes targyalni, ahol nem adminisztraciéval, boilerplate-tel,
hanem a tényleges tartalommal toltjiikk az idénket. A szintetikus matematika illetve a magas
szint programozéasi nyelvek adnak erre lehetGséget. Példaul:

— A geometria axiomatikus (euklidészi) targyalasa szintetikus, mig a koordinatageometria
analitikus.

— A természetes szamok Zermelo-féle (0, {0}, {{0}}, {{{0}}},...) illetve von Neumann-féle
(0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}},...) elkodolasa analitikus, mig Peano-aritmetikaban va-
16 targyalasa szintetikus. Benacerraf a kovetkez6képp kritizalja a halmazelméletet [Ben65;
MK23|. A reprezentacio-fiiggs kodolas patologikus tulajdonsagokhoz vezet: példaul 0 €
€ 2 teljesiil von Neumann koédolésara, de Zermelo-éra nem. Honnan tudhatjuk, hogy ha

az egyik reprezentaciorol bizonyitunk valamit, az teljestilni fog a méasikra is? Lasd még
Reynolds fabulajat [MRI1].

— Az alabbi témakorok szokésos téargyalasa analitikus, de targyalhatok szintetikusan is:
homotopia-elmélet [Brul9), szamitaselmélet [Bau06|, valoszintségszamitas [Sim20], domain-
elmélet [OS98], relativitaselmeélet [MNSO7] stb.

— A kategoriaelmélet [Awol0| célja meghatérozni azt a lehet legkevesebb strukturaval ren-
delkez6 univerzumot (kategoriat), melyben egy adott probléma reprezentaciofiiggetleniil
tanulmanyozhat6; gyakran kideriil, hogy a matematika kiilonb6z8 teriiletein mashogy
nevezett fogalmak ugyanannak az absztrakt fogalomnak specialis esetei. Szép példa er-
re Lob tételének, Godel masodik nemteljességi tételének, a Kripke szemantikanak és az
6rzott (guarded) rekurzionak a kozos altalanositasa [Ram23|.

— A funkcionalis programozasban a programokat a szokasosnal absztraktabban (és igy ro-
videbben) tudjuk megadni, a pontos reprezentaciot vagy a végrehajtéas sorrendjét a for-
ditoprogramra bizzuk [Hug89].

— A programozasi nyelvek tudomanyaban a szintetikus targyalés altalaban sekély beagyazas-
nak felel meg, mig az analitikus targyalas mély bedgyazasnak [KKK19|. A sekély beagya-
zasban a beagyazott nyelv kozel van a metanyelvhez, a mély beagyazasban a beagyazott
nyelv szintaxisanak alacsony szintd reprezentacios tulajdonsagaihoz is hozzafériink.

— A programozasi és logikai nyelvek sok kiilonbozé absztrakcids szinten megadhatok, ezt
alabb kifejtiik.

Az[I] abra egy programozasi nyelv néhany példaprogramjat abrazolja kiilonb6z6 absztrakei-
s szinteken. A nyelv legkonkrétabb és legkevésbé pontos megadésa, ha azt mondjuk, hogy (1)
egy program egy tetszéleges sztring. Azért konkrét, mert a szamitogépbe ténylegesen sztringeket
gépeliink be, amikor programozunk, és azért nem pontos, mert til sok értelmetlen sztring van,
melyek nem tartoznak a nyelvbe. Esetleg megadhatnank a sztringeken egy predikdtumot, mely
csak azokra a sztringekre teljesiil, melyekben csak a nyelvben megengedett betiik szerepelnek,
de altalaban ehelyett azt mondjuk, hogy (2) a nyelv egy eleme egy adott abécébdl vett lexikalis
elemek sorozata. Vannak azonban olyan sorozatok, melyekben tobb kezdd-, mint zaro-zarojel
van, ezeket ki szeretnénk sztirni. Ezt is meg lehetne adni a sorozatokon egy predikatummal
(ahogy példaul [VV03, 4.1.1. definicio.| teszi), ehelyett azt mondjuk, hogy (3) a nyelv egy eleme
egy absztrakt szintaxisfa [Kapl7|, vagy még inkabb (4) jol hatokorozott szintaxisfa (melyben
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1. abra. Egy lambda kalkulusra épiilé nyelv néhany példaprogramja kiilonb6z6 szinteken
megadva, (1)-es a legalacsonyabb, (6)-os a legmagasabb szintd. Minden buborék egy kiilon
programnak felel meg. Alacsonyabb szinteken vannak olyan programok, melyek magasabb

szinten értelmetlenek. Bizonyos programok, melyek alacsony szinten kiilonbonek, magas

szinten megegyeznek.

nincsenek sehova sem mutatéd véaltozok, ezen a szinten dolgozik példaul [Harl6|), (5) jol tipu-
sozott szintaxisfa |[AR99; [WKS22|, (6) jol tipusozott szintaxisfa a szemantikus egyenlGséggel
faktorizalva [AK16|. A magasabb szinten kevesebb eleme van a nyelvnek, illetve bizonyos ele-
mek, melyek alacsonyabb szinten kiilénboznek, magasabb szinten megegyeznek. A magasabb
szintl lefrassal megadott nyelven kevesebb konstrukcié adhaté meg, példaul absztrakt szinta-
xisfakon nem tudjuk a zardjelek szamat megszamolni, vagy jol hatokorozott szintaxisfan nem
tudjuk a Ax.x és a Ay.y programokat megkiilonboztetni. Ugyanakkor a magasabb szintd meg-
adas rovidebb, érthetébb, és bizonyos kivanatos tulajdonsigok automatikusan teljesiilnek az
igy megadott nyelvre. Példaul sziikségtelen bebizonyitanunk, hogy a nyelv végrehajtasa megor-
zi a jolzarojelezettséget a (3)-as szinten, vagy a tipushelyességet az (5)-6s szinten. A magasabb
szint megadast intrinzikusnak, mig az alacsony szintiit extrinzikusnak nevezik. A magas szinti
megadés kiilondsen bonyolult, sok szaballyal rendelkezé nyelvek esetén elényos, amikor alacsony
szinten nem latjuk a fatol az erd6t. A komplexitas névekedését igy absztrakcidval ellenstlyozzuk.

A magasabb szint leirashoz erésebb metanyelvi eszkozokre van sziikség, példaul altalanos
esetben (3)-hoz sziikségiink van induktiv halmazokra, (4)-hez indexelt induktiv csaladokra, (5)-
ho6z induktiv-induktiv csaladokra, (6)-hoz ezeknek a kvociensekkel kombinalt valtozataira. Ezek
az eszkozok mind elkddolhatok példaul halmazelméletben, de a fenti példékat is figyelembe véve
talan még jobb, ha az adott eszkozoket kozvetleniil tamogato, megfelels szintetikus nyelvben
dolgozunk. Martin-Lof tipuselmélete [Mar98| egy sokoldalti programozasi nyelv, mely tobbféle
struktira szintetikus targyalasara hasznalhato (példaul homotopia-elmélet [Brul9|, magasabb
groupoidok |[ALR14|, kvantumtérelmélet [SS12|, revision control rendszerek elmélete|Ang+16],
process algebra |Gon23|, univerzalis algebra [Kov22| stb). A matematika &ltalanos megalapoza-
sara is alkalmas az elsérendd logika és a halmazelmélet helyett, s6t, ha szamitogéppel akarjuk
a matematikat elkodolni, akkor a halmazelméletnél sokkal alkalmasabbnak ttinik [Prol3|. Az is
mutatja ezt, hogy tipuselméletre épiil§ bizonyitorendszerekben formalizaltak nagyjabol a teljes
egyetemi matematika-tananyagot |[Com20]|, illetve szamos magasabb matematikai eredményt
[BCM20; [Sch21; |Gonl3].

A tipuselmélet a tipusok szintetikus elmélete (a tipusokra lehet gy gondolni, mint a hal-
mazokra a strukturalis halmazelméletekben). A természetes szamok példaul az univerzalis tu-
lajdonsagukkal |[Awol0| vannak megadva: a természetes szamok az inicialis pontozott tipus
endofiigguvénnyel-struktura (tehat egy N tipus egy z : N elemmel és egy s : N — N fiiggvény
tipustu elemmel; az inicialitas azt jelenti, hogy minden més pontozott tipus endofiiggvénnyel



strukturaba pontosan egy homomorfizmus megy — tehat ha van egy maésik (A, a, f) pontozott
tipus endofiiggvénnyel, akkor pontosan egy olyan @ : N — A fiiggvény van, melyre a@ z = a és
« (sn) = f (an) minden n : N-re). A tipuselmélet teljesiti Benacerraf kritériumét, és alkalmas
a matematika strukturalista megalapozéasara.

A tipuselméletben kozvetleniil reprezentalhatok egy nyelv (1)—(6) szint( leirasai. Mindegyik
szinten a nyelv szintaxisa valamilyen induktiv tipussal adhato meg. A [2 fejezetben az induktiv
tipusok kiilonbozs osztalyait ismertetjiik. Ezutan a[3] fejezetben ratériink az induktiv tipusokat
tamogato tipuselméletre épiils metanyelvekre, végiil a[d] fejezetben az ismertetett modszereket
alkalmazzuk kiilonb6z8 programozasi nyelvek magnyelveinek leirésara, és azok tulajdonsagainak
bizonyitasara. Minden alfejezet végén roviden ismertetjiik a kapcsolodé munkékat. A téziseket
az[f fejezetben listazzuk. A szerzé PhD fokozatdnak megszerzése 6ta megjelent sajat kozleme-
nyeit kiilon listazzuk |[AK17|-|KX24b|, az egyéb hivatkozott kozlemények ezutan kévetkeznek.

1.1. Jelolések

Ezen tézisfiizet metanyelve a tipuselmélet, Agda-szerd jeloléseket hasznalunk. A t : A gy
olvashato, hogy ¢ termnek (programnak) A a tipusa, példaul 1+ 1 : N. Filiggvényeket A-val
adunk meg, példaul (Ax.x *2) : N — N az a fiiggvény, melynek kimenete a bemenet kettével
szorozva. A fliggvénytér jobbra zarojelezédik, tehat A > B — C = A — (B — C). A tipusok
tipusat Type-pal jeloljiik. Filige6 fiiggvényeket (x : A) — B jeloléssel adunk meg, példaul a
polimorf identitas fiiggvény tipusa (A : Type) —» A — A, az adott méretd egységmétrixot
visszaado figgvény tipusa (n : N) — Matrixnn. Az egyelemit tipus = : 1, az egyenlGség tipust
=-vel jeloljiik, a konverzi6 relaciot (definicionélis egyenlGséget) =-vel. A fliggs szorzat tipusokat
x-al jeloljiik, példaul a tetszéleges méretti matrixok tipusat (m : N) X (n : N) X Matrix m n-el
jeloljiik.

1.2. Koszonetnyilvanitas

Koszonjiik szépen az ELTE Informatikai Kar tdmogatasat a HAB_23 palyazaton keresztiil.

2. Szignaturak elméletei

Az induktiv tipusok algebrai elméletek inicialis algebrainak felelnek meg.

1. Példa (Természetes szamok). A természetes szamok a legeqyszeribb algebrai elmélet-osztdlyba
tartoznak, szignatirdjuk a kévetkezd: Nat : Type, zero : Nat,suc : Nat — Nat. Mint algebrai
elméletet ezt gy olvassuk, hogy eqy fajtdnk van, eqy konstansunk és eqy operdtorunk, melynek
aritdsa egy (nincs egyenldségiink). Az elmélet egy algebrdja (modellje) egy tipus, amelynek van
eqy eleme és van rajta eqy endofiigguény. Két algebra kézott van egy evidens homomorfizmus-
fogalom. Mint induktiv tipust ezt ugy olvassuk, hogy a Nat eqy induktiv tipus, két konstruktorral.
Az elsd konstruktornak nincs paramétere, a mdsodiknak eqy darab Nat paramétere van. A konst-
ruktorok meghatdrozzdk eqy induktiv tipus elimindtordt, melynek itt két vdltozatdat ismertetjiik.

— Az iterdtor azt mondja, hogy tetszdleges algebrdba megy egy homomorfizmus a Nat, zero,
suc algebrabol.

— Egy figgd algebra eqy P : Nat — Type tipuscsaladbol, eqy z : P zero elembdl és eqy
s:(n:Nat) - Pn — P (sucn) figgvénybdl dll. Eqy (Nat, zero, suc)-bol (P,z,s)-be mend
fiiggé homomorfizmus (szekcid) egy @ : (n : Nat) — Pn figgd figguénybdl dll, melyre
teljesiil, hogy a zero = z és minden n-re a (sucn) = sn(an). A természetes szimok
fiiggd elimindtora (indukcids elve) azt mondja, hogy tetszdleges fiiggd algebrdba megy egy
fliggé homomorfizmus (Nat, zero, suc)-bal.
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Ha az iterdtort kiegészitjik azzal, hogy pontosan egy homomorfizmus megy tetszdleges algebrdba,
az ekvivalens a fliggd elimindtorral. A kiilonbézd induktiv tipusokra ezzel teljesen analdg modon
adjuk meg az iterdtort és elimindtort.

Az alabbi tablazat listaz néhany algebrai elmélet-osztalyt és az ezekkel ekvivalens induktiv
tipus-osztalyt.

Egyszorta algebrai elmélet egyenlgségek nélkiil Egyszerd induktiv tipus
Tobbszorti algebrai elmélet egyenléségek nélkiill — Kolesondsen megadott induktiv tipusok

Egyszortu algebrai elmélet Kvociens-induktiv tipus (QIT)
Altalanositott algebrai elmélet egyenléségek nélkiil Induktiv-induktiv tipus (IIT)
Altalanositott algebrai elmélet (GAT) Kvociens induktiv-induktiv tipus (QIIT)
Magasabb altalanositott algebrai elmélet Magasabb induktiv-induktiv tipus (HIIT)

Minden algebrai elmélet-osztalyhoz tartozik egy univerzélis algebra, mely meghatarozza a
kovetkezs fogalmakat: szignatura, algebra (modell), homomorfizmus, algebrak szorzata, szabad
algebrak stb. Szignatirdba mi nem csak az operatorok aritasait értjiik bele, hanem a fajtakat
és az egyenlGségeket is, mert altaldnositott algebrai elméletek esetén ezek nem kiilonithetsk el
(példaul lehetnek olyan operatorok, melyek egyenléségektol fiiggenek).

Ebben a fejezetben a szignatirdk elmélete (theory of signatures) modszert ismertetjiik:
egy adott induktiv tipus/algebrai elmélet-osztaly egy alkalmazasspecifikus tipuselméletnek fe-
lel meg. Ez egy kisméreti tipuselmélet, amely kizarolag a szignaturak leirasara szolgal. A szig-
naturak elméletének szemantikija adja meg az univerzalis algebra tovabbi komponenseit. Egy
tipuselmélet (még altalanosabban egy kotésekkel rendelkezs formalis nyelv) egy mésodrendi
altalanositott algebrai elmélet (lasd alfejezet), a nyelv szintaxisa ennek inicialis algebra-
ja. A legegyszertibb induktiv tipus-osztalyt részletesebben ismertetjiik, hogy bemutassuk az
alapotletet, a tobbi osztaly esetében csak a szignatura-definiciot magat és az eredményeket
ismertetjiik.

Mi értelme van kiilén osztalyokat vizsgalni, miért nem csak a legaltaldnosabb osztallyal
foglalkozunk ? Bizonyos programozasi nyelvekben, tipuselmélet-modellekben csak bizonyos osz-
talyba tartozo induktiv tipusok vannak; kevésbé altaldnos osztéalyok létezéséhez egy modellben
kevesebb feltételre van sziikség; néha szeretnénk tudni, hogy egy adott algebrai elmélet milyen
komplex (melyik a legegyszeriibb osztély, melybe befér).

2.1. Egyszeri induktiv tipusok

A szignaturak elmélete modszert elGszor a legegyszeriibb induktiv tipus-osztalyon mutatjuk be.

2. Definicio (Egyszerii zart végesen elagazo induktiv tipusok, més néven egyszortu egyenlGsé-
gek nélkiili algebrai elméletek). Egy szignatira a kévetkezd induktiv tipus egy eleme.

Ty : Type
T : Ty
C Ty

X - 1 Ty—>Ty—>Ty
C= - :Ty->Ty

A fenti induktiv definici6 egy nagyon egyszerd nyelvet (elméletet, tipuselméletet, szignatturak
elméletét) ad meg: ebben a nyelvben csak tipusok (Ty) vannak, termek nincsenek. Ne tévessze
meg az olvasot, hogy vannak metanyelvi tipusaink (Type elemei) és targynyelvi tipusaink is (Ty
elemei). Ty-nak van egy fix eleme, a C, ami az induktiv tipusunk egyetlen fajtajat (carrier) adja
meg. Ty zart a szorzatokra és egy olyan fiiggvénytérre, amelynek értelmezési tartomanya C (igy



zarjuk ki a nem szigorunan pozitiv konstruktorokat). Ty egy eleme egy szignatura. Listazunk
néhény példa szignaturat.

Ures tipus T

Egyelem tipus C

Bool CxC

Négyelemi tipus CxCxCxC
Peano természetes szamok Cx(C=0
Binaris fak Cx(C=C=>0

Egyszert zart végesen elagazo CxCx(C=2C=0x(C=0
induktiv tipusok

Az utolso példa mutatja, hogy ezek az induktiv tipusok le tudjak énmagukat is irni.
Egy A : Ty szignaturahoz tartozoé algebra-fogalom az (X : Type) X [A] X, ahol [-] a kévet-
kez6képp van megadva Ty szerinti rekurziéval.

[-]: Ty — Type — Type
[Tl X =1
IC] X =X
[AxB] X :=[A] X x[B] X
[C=A]X =X - [A] X
Példaul a kovetkez6 moédon szamitjuk ki a Bool-ra illetve természetes szamokra az algebra-

fogalmat:
(X : Type) x [Cx C] X = (X : Type) X X X X,

(X :Type) X [Cx (C=CO)] X = (X : Type) x X X (X - X).
Két A-algebra (Xo,a1) és (Xy,a;) kozotti homomorfizmus-fogalmat az (f : Xg — X1) X [A]®

e fapa; adja meg, ahol [-]* a kovetkez.

[]*: (A:Ty) = (f: Xo = X1) — [A] Xo — [A] X1 — Type

[T]° [ * =1

[cn® S xo X1 = (fxo = x1)

[AXB]* f(ao,bo) (a1, b1) = [A]* faoar X [B]* f bo b1

[C= A]* fao @ i= (x0 : Xo) = [A]* f (a0 x0) (@1 (fx0))

Példaul vegyiik az (Xg, zo, so) ill. (X1, z1,51) természetes szam-algebrakat, és nézziikk meg, mi
lesz kozottiik egy homomorfizmus (egy fiiggvény a két tipus kozott, mely megérzi a zero és a
suc miiveleteket).

(f : Xo = X1) X [Cx (C= O)]° f (20, 50) (z1,51) =
(f : Xo — X1) X [C]* fzoz1 X [C= C]* fs051 -

(f + Xo = X0) X (f 20 = 21) X ((x0  Xo) = [C]* f (s0x0) (51 (fx0) | =
(f : Xo = X1) X (f 20 = 21) X ((XO : Xo) = f (sox0) = (51 (fxo)))

Hasonl6 modszerrel (szignatura szerinti indukcioval) megadhaté a homomorfizmusok kompo-
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fiiggs algebra fogalma, egy algebrabol egy folotte levs fliggs algebraba mend fiiggé homomorfiz-
mus (szekcid) fogalma, az inicialis algebra stb. Osszefoglalva: minden szignaturahoz kapunk egy
csalados kategoriat véges limitekkel és iniciélis objektummal (finite limit category with families
with initial object). A csalados kategoria [CCD21| a tipuselmélet egy modell-fogalma, a véges
limitek azt jelentik, hogy a modellben van egyelemi tipus, fiigged Descartes-szorzat és egyen-
16s6g tipus. Igy minden szignattrara kapunk egy tipuselmélet modellt, melyben a tipuselmélet
belsé nyelvén dolgozhatunk, a tipusok (fliggs) algebraknak, a fliggvények homomorfizmusok-
nak felelnek meg, a tipusok szorzata az algebrak szorzata, és példaul ezen az absztrakt moédon
bebizonyithatd, hogy egy algebrara az indukci6 fogalma ekvivalens az inicialitassal.
Kapcsolodé munkak. Ebben az alfejezetben a legegyszertibb induktiv tipus-osztalyt (egyen-

16ségek nélkiili algebrai elméletek osztéalyat) ismertettiik, és az itt kozolt eredmények nem ujak.
Egyszert induktiv tipusok leirasara sokféle modszer létezik (pl. [AAGO5; Harl6; Hug20]). A
bemutatott moédszer azért érdekes, mert skalazodik altalanosabb induktiv tipus-osztéalyokra,
melyekre mar a hasonlé eredmények tjak. A szignaturdk elmélete modszer egy fiiggetlen el6z-
ménye |[CO12|, melyben egy szignatira egy fiiggs tipuselmélet-beli kornyezetként van megadva.

2.2. Kolecsonos induktiv csaladok

A2]] alfejezetben bemutatott induktiv tipusok osztéalyat ebben a fejezetben kibévitjiik indexelt
induktiv csaladokkal és kdlesonesen megadott induktiv tipusokkal. Elébbivel lehet az utobbiakat
is modellezni, de a mi szignataraink lehet&séget adnak az utobbiakat kozvetleniil is megadni.
A szignaturak nyelve a kovetkezd.

3. Definicio (Kolesonos induktiv tipusok, méas néven tobbszortt egyenldségek nélkiili algebrai
elméletek). Tekintsik az aldbbi hdarom induktiv tipust.

Tysg : Type
U : Tyg roviditések :
Il (T : Type) = (T — Tys) — Tys T35 A:=IsT (1 _.A)

~Xg = :Tyg = Tys = Tys
Tmg : Tyg — Type
——  :Tmg(IsTA) - (1:T) —» Tms (A1)

fst :Tmg (A Xg B) > Tmg A

snd : Tmg (A Xs B) > Tmg B

Typ : Type

El :Tms U — Typ

IIp : (T : Type) = (T — Typ) — Typ T=pB:=IIpT (1 _.B)

—=p —:ImgU — Typ — Typ
-xXp — :Typ = Typ = Typ

Egy szignatira a (A : Tyg) X (Tmg A — Typ) tipus egy eleme.

A fenti szignaturak definicidja bonyolultabb, mint a naluk altalanosabb, induktiv-induktiv
tipusok szignatiraié, ez azért van, mert tobb megkotésiink van: példaul el kell kiiloniteni a
fajtdkat (sort-ok, Tyg elemei) a konstruktoroktol (pont-konstruktorok, Typ elemei). Kizarolag
fajta-termekre (Tms) van sziikségiink a szignatirakban. A II fiiggvény-tipusoknak metanyelvi
az értelmezési tartomény és targynyelvi az értékkészlete, ezekkel lehet indexelni a fajtakat és a
konstruktorokat.



Alabb leirjuk a természetes szamokat, vektorokat, és a péaros-paratlan kolcsénosen meg-
adott predikdtumokat a fenti szignatirakkal (bal oldalon) és informélisan is (jobb oldalon; az
informalis szignatura megegyezik az algebra-fogalommal). Utobbi két példahoz feltételeziink a
metanyelvben természetes szamokat illetve egy rogzitett A : Type tipust.

(U, aN. N : Type,

EIN xp (N =p EIN)) zero: N, suc: N — N
(N =g U, WVec. Vec : N — Type,

El (Vec - 0) xp nil : Vec0,

ASpllpNaAnVec-n=p El (Vec- (1+ n))) cons : A — (n:N) = Vecn — Vec (1 +n)
((N =g U) xg (N =5 U), 1X. isEven : N — Type, isOdd : N — Type,

El (fst X - 0) xp even( : isEven 0,

(Tlp N An.snd X - n=p fst X - (1 +n)) xp even+ : (n:N) — isOddn — isEven (1 + n),
(f[p NinfstX -n=psnd X - (1 + n))) odd+ : (n:N) — isEvenn — isOdd (1 + n)

A kolesonos induktiv tipusok szignatirai leirhatok tobb, egymas utan megadott induktiv csa-
laddal, de kozvetleniil egy darab kolcsonosen megadott induktiv tipussal nem.

A 3] definicionak megadtuk az explicit kornyezetekkel rendelkezs valtozatét, annak szeman-
tikajat (algebrak, homomorfizmusok, fliiggd algebrak, fiiggé homomorfizmusok), és megmutat-
tuk, hogy a szignaturak induktiv tipusanak a feltételezésével minden kolcsonds induktiv tipus
megadhato. Tehat a kolesonos induktiv tipusok szignatiraja valojaban az univerzdlis kélcsonds
induktiv tipus. A szignaturak tipusat visszavezettilk W-tipusokra [AAGO5|, ezzel megmutatva,
hogy az Gsszes indexelt tipus megadhato W-tipusokkal. Az eredményeket Jakob von Raumer-rel
kozosen publikaltuk [KR20].

Kapcsolédé munkik. A kolesonds induktiv tipusok visszavezethetSk indexelt induktiv
tipusokra, de a mi leirasunk volt az els6, amely kozvetleniil megadott egy nyelvet kolcsonos
induktiv tipusokra. Az indexelt tipusokat korabban kiils¢ sémakkal [Dyb94; Pau93; Ana-+18|,
belsé kombinatorikus sémékkal [BDJ03; Cha+10; All+21] és bels6 szemantikus sémakkal adtak
meg |PS89; Alt-+15]

2.3. Induktiv-induktiv tipusok

4. Definicié (Zart induktiv-induktiv tipusok, més néven zart egyenléségek nélkiili altalanosi-
tott algebrai elméletek). Tekintsik az aldbbi mdsodrendi dltaldnositott algebrai elméletet. Egy
szignatura az aldbbt Ty eqy eleme.

Ty :Type

Tm : Ty — Type

pX (A Ty) > (TmA - Ty) > Ty

U Ty
El  :TmU-—>Ty rovidités :
M :(a:TmU) - (Tm(Ela) > Ty) » Ty a= B:=1la(d1_.B)

~- - :Tm(MMaB) - (u: Tm(Ela)) —» Tm (Bu)

Ugy is mondhatjuk, hogy egy szignatira egy tipus egy kisméreti tipuselméletben, melyben
csak az alabbi tipusok vannak: X, egy iires univerzum és U-beli értelmezési tartomanyu fiigg-
vénytér; U-nak és II-nek csak eliminatorai vannak, konstruktorai nincsenek, ¥-nak meg egyik
sincs. Tehét ez egy egyenlségek (szamitasi szabalyok) nélkiili tipuselmélet.
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Mig a korébbi szignatirdk induktiv tipusként voltak megadva, az induktiv-induktiv tipu-
sok szignaturait konnyebb masodrendti algebrai elméletként megadni. A méasodrendi algebrai
elméleteket le lehet forditani elsérendiire (lasd fejezet), és azok mar induktiv tipusoknak
felelnek meg. Tehat valojaban egy szignatira a fenti algebrai elmélet elsérendtire valéd lefor-
ditédsa eredményeként kapott elmélet inicialis algebrajaban Ty egy eleme. A fenti definici6 is
értelmes azonban: ha csak feltételezziik a fenti masodrendii algebrai elmélet egy (masodrendii)
modelljét, és annak az elemeivel hozunk létre egy Ty-t, az (a tipuselmélet egy el6kéve modell-
jének bels6 nyelvében) pontosan meg fog egyezni az elsérendi forditas utan megadott Ty egy
elemének.

Induktiv-induktiv tipusok az (iires) grafok, az alabbi formaélis ill. informalis szignaturaval.

X UAVertex.Vertex = Vertex = U Vertex : Type, Edge : Vertex — Vertex — Type

Egy bonyolultabb példa a tipuselmélet els6rendi szintaxisanak alabbi részlete. Csak kdrnye-
zetek (Con) és tipusok (Ty) vannak, a kornyezet tipusok fliggs listdja, van egy univerzumunk
(U, El) és fiiggs fuggvény tipusunk. Bal oldalt a formalis, jobb oldalt az informalis szignatira.

> UACon. Con : Type,

Y (Con = U)ATy. Ty :Con — Type,

> (El Con) Adempty. 3 : Con,

X(IIConAl''Ty - I' = ElCon) Aext. —>—:(I":Con) > TyI' — Con,
X(ITConAl .EI(Ty-T)) AU. U :([':Con)—>Tyl,

X(IICon Al EI(Ty - (ext- I -(U-1T))))AEL El :(':Con)—>Ty(I'>UI),
NConAl' I (Ty-T')AATy - (ext- I -A) = n :(I':Con)(A:TyI') >Ty(I'>A) —
EI(Ty-T) Ty I

A fenti szignatura-fogalomnak megadtuk a metaelméleti fiiggvénytérrel kiegészitett elséren-
dd valtozatat, mely tAmogatja a nyilt induktiv-induktiv tipusokat is (példaul a. alfejezetben
megadott vektorok és paros-paratlan predikdtumok nyiltak, mert hivatkoznak a természetes sza-
mokra). Megmutattuk, hogy a szignaturak elmélete létrehozhato egyszerd induktiv tipusokkal
(Streicher modszerével [Str91]), az Gsszes végesen elagazodoé induktiv-induktiv tipus visszave-
zethetd a szignaturdk tipusara (mely ezéltal egy univerzélis induktiv-induktiv tipus), igy a
végesen eldgazodo induktiv-induktiv tipusok visszavezetheték egyszertd induktiv tipusokra. Az
eredményeket Ambroise Lafont-tal és Kovacs Andrassal kozosen publikaltuk |[KKL20].

Kapcsolod6é munkak. Az induktiv-induktiv tipusokat az Agda bizonyitérendszer mar az-
el6tt tamogatta |Cha08|, miel6tt a kifejezés megsziiletett. Nordvall Forsberg és Setzer irtak le
Sket elgszor [FS10|, és Hugunin [Hugl9| vizsgalta meg, hogy milyen feltételek mellett konstrual-
hatok meg homotopia-tipuselméletben. A mi leirasunk volt az els6 kozvetlen (elkddolas nélkiili)
leirés, és az elsd altalanos konstrukecio, mely az 6sszes induktiv-induktiv tipus létezését visszave-
zette induktiv tipusokra (Nordvall Forsberg és Hugunin nem bizonyitotta az altalanos indukcios
elvet az altaluk konstrualt induktiv-induktiv tipusokra). Azota Sestini [Ses23| altalanositotta
az eredményeinket: a konstrukcié miikodik végteleniil elagazo induktiv-induktiv tipusokra is,
és mindez egy intenzionalis metanyelvben is miikodik (a mi eredményeink extenzionalis meta-
nyelvre vonatkoznak).

2.4. Kvéciens induktiv tipusok

5. Definicié (Zart kvociens induktiv tipusok, mas néven zart egyszorti algebrai elméletek).
Eqgy szignatira az aldbbi Ty eqgy eleme.

Ty :Type



Tm Ty — Type

p) (A:Ty) > (TmA - Ty) » Ty

C Ty rovidités:

IC : (TmC - Ty) » Ty C=A:=1IC(1_.A)
—+—:Tm{IICB) - (x: TmC) - Tm (Bx)

Eq :TmC—->TmC—>Ty

Ezek a szignaturak is masodrendi algebrai elméletként vannak megadva a kényelem kedvé-
ért. Egy univerzélis algebra tankdnyvben altalaban elsérendd induktiv definiciokat talalunk, de
hasznalhatjuk a[2.7] fejezetben megadott modszert is arra, hogy elsérendd szignatiura-fogalmat
kapjunk.

A csoport szignaturaja a kovetkezd.

C : Type

2(C=C= 0 op. - —-—:C—->C—->C

z (HC/lx.HC Ay I1C Az. ass :(xyz:C)—
Eq(op-(op-x-y)-2)(op-x-(op-x-Yy)))dass. x®Y)®z=x0 (y®2)

2 CAu. 1 :C

X (ICAx.Eq(op - u - x) x) Aidl. idi (x:C)—>1®x=x

X (IICAx.Eq (op - x - u) x) Aidr. idr :(x:C)—>x®1=x

T (C = C) Ainv. -1 .o

Y (ITCAx.Eq (op - (inv - x) - x) u) Adinvl. ivl - (x:C) »xteox=1
MCAx.Eq (op - x - (inv - x)) u invl - (x:C) s xex =1

Kapcsolodoé munkak. A fenti szignaturakat més modszerrel leirta Fiore, Pitts és Steen-
kamp [FPS22|. Az 6 valtozatuk tamogatja a nyilt illetve végteleniil elagazo kvociens induktiv
tipusokat is.

2.5. Kvéciens induktiv-induktiv tipusok

6. Definici6é (Zart kvociens induktiv-induktiv tipusok, mas néven zart altalanositott algebrai
elméletek). Tekintsik az aldbbi mdasodrendd dltaldnositott algebrai elméletet. Eqy szignatira az
aldbbi Ty eqy eleme.

Ty : Type

Tm Ty — Type

X (A:Ty) > (TMA > Ty) - Ty

U - Ty

El :TmU — Ty rovidités :

I1 :(a:TmU) - (Tm (Ela) » Ty) » Ty a=B:=1Ila(d1_.B)

-+~ :Tm([IaB) — (u: Tm(Ela)) > Tm (Bu)
Eq :TmA —>TmA - Ty
reflect : Tm (Equv) »u=v
A kategoriak szignaturaja kvociens induktiv-induktiv tipus. A jobb oldali informalis szig-

natiraban a kompozicié els6 harom paraméterét impliciten irjuk; a formalis szignatirakban
nincsenek implicit paraméterek.

2 UA0b. Ob : Type,
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2(0Ob = Ob = U)AHom. Hom : Ob — Ob — Type,

> (ITOb ALIIOb AJT1Ob AK . Hom - J - 1 = —o- :{IJK:0b} — HomJI —
Hom -K -J = El(Hom - K - I)) Acomp. HomKJ — HomK I

z (H ObALTIOb AJTIObAK.TIAL.XI (Hom - J - 1) Af. ass :(IJKL:O0b)(f:HomJI) —
M(Hom-K-J)Ag.Il (Hom - L -K) Ah. (g:HomKJ)(h: Hom LK) —
Eq(comp-1-K-L-(comp-1-J-K-f-g)-h) (fog)oh=

(comp-I~J-L-f-(comp-J-K-L'g~h)))/lass. fo(goh)

X(ITObALEI(Hom-1I-1)) Aid. id :(I:0b) > HomII

2(IObAIMIObAJIL (Hom-J - 1) Af. idl :(IJ:0b)(f:HomJI) —
Eq(comp-1-1-J-(id-1)- f) f) AidI. idlof=f
HObAITIObAJIL (Hom -J - 1) Af. idr :(IJ:0b)(f:HomlJI)—
Eq(comp -1-J-J-f-(id-1))f foidl =f

Tovabbi példak kiilonb6z8 programozasi nyelvek szintaxisai, lasd a [4 fejezetben. Az egyen-
16ségre eliminatorara (reflect) azért van sziikség, mert kvociens induktiv-induktiv tipusoknél
gyakran el6fordul, hogy egy egyenl@ség (vagy egy konstruktor) csak korabbi egyenlségek miatt
értelmes. Egy egyszert példa egy tipuselmélet szignaturajanak kovetkezs részlete, informalisan :

Con : Type,

Ty :Con — Type

—>— :(I":Con) > TyI — Con

U :([":Con) »>Tyrl’

El  :([':Con)—>Ty(I'sUT)

wko (A:TyI') > Tyl - Ty(I'>A)

wki (A:Tyl') > Ty(I'>B) > Ty(I'>Av>wkyAB)
wkU wkoA(UT)=U(I">A)

wWkEl : wkiA(ELT) =EIl(['>A)

A . fejezetben megadott tipuselmélet-részletet kiegészitettiik két gyengités (weakening) mi-
velettel, az egyik a kornyezet (Con) legvégére, a masik az utolso el6tti helyre tesz be egy tjabb
tipust. A két egyenléség (wkU és wkEIl) elmondjék, mi torténik, ha egy U illetve EIl tipust
gyengitiink. Utobbi egyenlGség két oldalan azonban kiilénb6zé (meta-)tipust kifejezések van-
nak:

wkiA(ELT) :Ty(I'>AswkoA(UT)) EI(I'>A) :Ty(I'>Av U (I'>A)).

Ez azért nem probléma, mert a wkU egyenl6ség pont azt mondja, hogy ez a két (meta-)tipus
megegyezik. Ha teljesen formalisan irjuk ezt le, akkor a wkEl egyenlGség kimondasakor fel kell
hasznalni wkU-t.

A fenti szignaturak onleirdak, tehat a szignaturdk elmélete is megadhatd szignaturaval.

A fenti szignatira-fogalomnak megadtuk a metaelméleti fiiggvénytérrel kiegészitett elsGren-
di valtozatat, mely tamogatja a nyilt kvociens induktiv-induktiv tipusokat is. Megmutattuk,
hogy minden szignatiira meghatéiroz egy véges limites csalados kategoriat, és hogy a szignati-
rak elméletének szintaxisabol le tudjuk vezetni barmely kvociens-induktiv-induktiv tipus ini-
cidlis algebrajat. Az eredményeket Thorsten Altenkirch-el és Kovacs Andrassal publikaltuk
IKKA19]. Kovacs Andréassal kozosen mindezen eredményeket altalanositottuk végtelenil el-
agazodo kvociens-induktiv-induktiv tipusokra és egyenl&ség-paraméterekre (kvézi-varietasokra)
[KK20b].
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Kapcsolodé munkak. Az elsg példa kvociens induktiv-induktiv tipusra (bar nem ezen a
néven) a Cauchy-valos szamok definici6ja volt [Prol3|. A kvociens induktiv-induktiv tipus kife-
jezést Altenkirch és Kaposi vezette be a tipuselmélet szintaxisanak példajan keresztiil [AK16].
Az els szemantikus leirast Altenkirch és mtsai. adtdk meg |[Alt+18|, 6k még nem tudtak ko-
riilirni a hasznalhato szignaturakat, és nem bizonyitottak inicialis algebrak létezését. Kovacs
Andras doktori disszertacidja |[Kov22| megmutatja, hogyan adhatok meg altalanos szabad al-
gebrak, mig Hugo Moeneclaey disszertacioja [Moe22| megad feltételeket a ko-szabad algebrak
létezésére. Tovabbi alkalmazésok a parcialitas monad [ADK17| és a hibrid szemantika [DG20].
Az algebrai oldalon az &ltalanositott algebrai elméleteket Cartmell adta meg |Car86} Bez+21|,
ezekkel ekvivalensek az esszencialis algebrai elméletek [Fre72].

2.6. Magasabb induktiv-induktiv tipusok

7. Definicio (Zart magasabb induktiv-induktiv tipusok, més néven zart magasabb altalanosi-
tott algebrai elméletek). Tekintsik az aldbbi mdsodrendd dltaldnositott algebrai elméletet. Egy
szignatura az aldbbt Ty eqy eleme.

Ty :Type

Tm : Ty — Type

X (A Ty)y > (TmA > Ty) > Ty

u Ty
El  :TmU—->Ty rovidités :
I :(a:TmU) > (Tm(Ela) > Ty) - Ty a= B:=1Ila(1_.B)

—+—:Tm(ITaB) — (u:Tm(Ela)) » Tm (Bu)

ID :TmA—->TmA - Ty

refl :(t:TmA) > Tm(IDr¢)

J (P:(y: TmA) > Tm(IDxy) > Ty) > Tm (Px (reflx)) —
(y:TmA)(e: Tm(IDxy)) > Tm(Pye)

JB :JPpr(reflx) = pr

Id :Tm(Ela) » Tm(Ela) » TmU

refl :(t: Tm(Ela)) - Tm (El(ld7¢))

J :(P:(y: Tm(Ela)) > Tm(El(Idxy)) — Ty) = Tm (P x (reflx)) —
(y:Tm(Ela))(e: Tm(El(ldxy))) = Tm (Pye)

JB :Tm (ID (JP pr (reflx)) pr)

A[0] definiciohoz képest az egyenlség tipus megadasa valtozott: intenzionalis egyenléségiink
van (nincs egyenldség reflexio, equality reflection, hanem az egyenldség egy induktiv tipus), ra-
adasul kétféle: ID tetszGleges tipusok elemei kozott felirhato, és szigoru B szabalya van, mig
Id csak a fajtak elemei kozott irhato fel, és gyenge a B szabalya, mely az el6bbi egyenlGség-
gel van kifejezve. Egy méasik fontos kiilonbség, hogy mig az 0sszes korabbi szignatira értelmes
extenzionalis tipuselméletben, tehat, ha a metaelméletben az egyenléség tipus és a definicio-
nalis egyenl@ség megegyeznek, a magasabb induktiv tipusok csak intenzionélis tipuselméletben
értelmesek.

A magasabb induktiv tipusok a homotopia-tipuselméletbdl szarmaznak [Prol3|, a legegysze-
riibb példak a topologiabol szarmaznak, ilyen a kor és a torusz. Alabb megadjuk a szignaturaikat

formalisan és informalisan. A — e — tranzitivitas operatort J segitségével adjuk meg, itt most
nem fejtjiik ki.

> Uast. st Type
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> (EISY) Abase. base : S!

El (Id base base) loop : base = base
> Uar?. T?  : Type
¥ (EIT?) Ab. b :T?
> (El(Id b b)) Ap. p :b=1">
Y (El(Idb b)) Aq. q :b=0>b
El(ld(peqg)(gep)) &t :peg=gqep

A torusz érdekessége, hogy utolsod konstruktora egy iterdlt egyenlGséget ad, két kiilonbozé b = b
kozotti egyenlGség egyenlGségét adja meg.

Kovéacs Andréssal kozosen a fenti szignaturaknak csak egy nagyon egyszert szemantikajat
adtuk meg, mely kizardlag az algebra, homomorfizmus, fiiggd algebra és fiiggé homomorfizmus
fogalmakat tartalmazza [KK18; KK20a].

Kapcsolodo munkak. Christian Sattler megmutatta, hogyan kell a teljes kategéria-szemantikat
megadni, és megmutatni, hogy a fliggs eliminécié ekvivalens az inicialitassal [Sat19]. Az ini-
cidlis algebrak konstrukciéja még nyitott. Magasabb induktiv-induktiv tipusokra mas leiras
illetve szemantika nem létezik. Az els§ példdkat magasabb induktiv tipusokra a homotdpia-
tipuselmélet konyben talaljuk |[Prol3|. Magasabb induktiv tipusok szemantikus leirasat adta
meg Lumsdaine és Shulman [LS20], a homotopia-tipuselmélet kubikélis modellje tamogatja
Sket [CHM18], és egy kiilss szintaktikus leirasukat operacios szemantikaval megadta Cavallo és
Harper [CH19|. Ezek a szemantikdk nem kezelik az induktiv-induktiv aspektussal rendelkezd
magasabb induktiv tipusokat.

2.7. Masodrendi altalanositott algebrai elméletek

8. Definici6 (Zart méasodrendii altalanositott algebrai elméletek). Tekintsik az aldbbi mdsod-
rendi dltaldnositott algebrar elméletet. Eqy szignatira az alabbi Ty eqy eleme.

Ty : Type

Tm Ty — Type

z (A:Ty) > (TMA > Ty) - Ty

U : Ty

El :TmU —> Ty rovidités :

I1 :(a:TmU) - (Tm (Ela) » Ty) » Ty a=B:=TIla(1_.B)

~+~ :Tm(I[IaB) — (u: Tm(Ela)) > Tm (Bu)
Eq :TmA —>TmA — Ty
reflect : Tm (Equv) »u=v

ut Ty
el :TmUT - TmU
at (@t :TmUY) - (Tm (El(el*a™)) —» Tm U) — TmU a="b:=g"at(1_.b)

lam™ : (x:El(el*a®)) - Tm (El(bx)) = Tm (El (xt at b)) : -+ -

Az utolso sorban az f : X =Y : g jelolés izomorfizmust jelent, tehal f : X —Y ésg:Y — X
fligguényeket, melyekre fog =id és go f =id.

A fenti definicié réviden: tipuselmélet X tipusokkal és extenzionalis egyenlGséggel, egy
Tarski-univerzum U-val, a tipusok zartak U-beli értelmezési tartomanyu fiiggvényekre, U™ egy
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aluniverzuma U-nak, és U zart az UT-beli értelmezési tartomanyu fiiggvényekre. U elemei a
normal fajtak, UT elemei azon fajtak, melyek szerepelhetnek mésodrendt fiiggvényekben.

A fenti definicioval megadhatok a [2] [4] [B, 6l [7, € definiciok elméletei (tehat ez is 6nleiro).
A [3 definici6 elmélete is megadhato, ha kiegészitjiik paraméter-tipusokkal.

Ha a programozéasi nyelveket masodrendii altalanositott algebrai elméletként adjuk meg, ak-
kor a legegyszeriibb programozasi nyelv Church lambda kalkulusa (ha csak elsérendi nyelveket
engediink meg, akkor ennél egyszertibb Schonfinkel kombinator-kalkulusa). A lambda kalkulus
a kovetkezd szignatiraval adhaté meg.

Ut ATm Tm : Type

T ((Tm =" el™ Tm) = El(el” Tm)) Alam. lam : (Tm — Tm) — Tm

T (el" Tm = el Tm = El (el " Tm)) dapp. app : Tm — Tm — Tm
O (Tm =7 el Tm) Ab.11 (et Tm) Aa. B :(b:Tm—Tm)(a:Tm) —
Eq(app - (lam-b) -a) (b-" a) app (lamb)a =ba

A maésodrendt algebrai elméletekre nincsen értelmes homomorfizmus-fogalom: az vilagos, mi
egy masodrendd lambda-kalkulus algebra (a fenti informalis jobb oldali definici6 Gsszes kom-
ponense): tekintsiink egy f : Tmy — Tmy fliggvényt, mely megdrzi az app miiveletet ((ta :
Tmy) — f(apputa) = appn (ft)(fa)). Mit jelent az, hogy megérzi a lam miiveletet? Va-
lami ilyesmire lenne sziikség: (b : Tmy — Tmy) — f (lamy b) = lamy (Aa.f (b 7)), ahol ?
tipusa Tmy, a bemenetiink a : Tmy, tehat f inverzére lenne sziikség (izomorfizmus-fogalom
van masodrendd algebrai elméletekre, de homomorfizmus-fogalom nincs).

Ezért a megoldas, hogy a masodrendi elméletet leforditjuk elsérendtire: bevezetjiik a kor-
nyezeteket (context) és helyettesitéseket (substitution), a kornyezetek 6sszegytijtik a kots opera-
torok (amilyen a lam) kotott paramétereit. A lamdba kalkulus elsérendii szignatiraja, amelyet
egy ilyen forditas eredményeként kapunk, a kévetkezs.

Con : Type [id] :¢[id] =¢

Sub : Con — Con — Type ~» :Con — Con

~o0o—:SubAI' ->Sub® A —-SubOTI —,— :SubATI' 5 TmA — Sub A (I'v)

ass :(yod)of=yo(d0ob) P :Sub(I's) I

id :SubI' I q :Tm (')

dl - cidoy =1y b1 ipo(y,f) =y

idr  :yoid=y >B2  :aly.t] =t

o : Con b to = (poo,q[o])

€ :Sub "o lam :Tm(I'») > Tm[

on (o :Subl'¢o) >0 =¢€ lam[] : (lam#)[y] = lam (¢[y o p,q])

Tm : Con — Type app :ImI'—>Tm[ - TmrI

-] :TmI" > SubAI' 5 Tm A app(] : (apptu)[y] = app (t[y]) (u[y])

[o]  :t[yod]=1ly]ld] B rapp(lam?)u = t[id, u]
Tehéat a kornyezetek és a helyettesitések egy kategoriat alkotnak (Con, ..., idr), ennek van termi-
nalis objektuma (o, €, on), a termek ezen el6kévét (Type-ba képezs funktort) alkotnak (Tm, ...,
[id]) alkotnak, mely lokalisan reprezentalhato (—», ..., »n), és a lam mivelet fiiggvény-bemenet

helyett egy eggyel nagyobb kornyezetben levs termet kap. Az applikicié csak a korabbi app
kornyezetekkel indexelt valtozata, a B szabalyban pedig jobb oldalon metaelmélet fiiggvény-
alkalmazas helyett helyettesités szerepel (a Tm funktor morfizmusokon értelmezett miivelete).
Ezen kiviil minden mtivelet természetes transzformacio (lam[], app[]).
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Szumi Xie-vel kézosen a masodrendd — elsérendii forditast altalanosan megadtuk [KX24a].
A forditas mikodik nyilt és végteleniil elagazo elméletekre is, és kétféle valtozata van: a péar-
huzamos helyettesitési kalkulusra és az egyszeri helyettesitési kalkulusra épiils (a fenti példa
forditas-végeredmény a parhuzamos forditas eredménye). Bebizonyitottuk a parhuzamos fordi-
tas helyességét: ez azt jelenti, hogy a kapott szignatira modelljei megegyeznek a naiv el6kéve
modellekkel, amit a magasabbrendii absztrakt szintaxis eredeti szemantikajaban [Hof99| ka-
punk.

Kozvetleniil mésodrendd algebrai elméletekkel dolgozni nehéz, mert még nem ismerjiik, hogy
mi a megfelel6 metaelmélet, melyben lehet veliikk dolgozni (ugy ttinik, hogy valamilyen multi-
modalis tipuselméletre |Gra+21] lesz sziikség). Rafaél Bocquet-val és Christian Sattler-rel ko-
zosen megmutattuk, hogy a tipuselmélet kanonicitas, normalizalas, parametricitas bizonyitésa
kozvetlenill masodrendd elmélettel dolgozva is megadhato [BKS23].

Kapcsolodé munkak. A mésodrendt altalanositott algebrai elméleteket Uemura kezd-
te el hasznalni tipuselméletek leirasara |[Uem21]. Uemura megadott egy szintaktikus definici-
6t a szignaturdkra, magukat az elméleteket prezentacio-fliiggetlen modon, representable map
category-ként adta meg. A mi leirdsunk a kettd kozott van: absztrakt, de kozel a szintaxishoz.
Masodrendi egyszert algebrai elméleteket hasznaltak programozasi nyelvek leirdsara, ilyen a
magasabbrendii absztrakt szintaxis [Hof99; FPT99|, logikai keretrendszerek |[HHP93; Har21|,
kétszint tipuselmélet |[Ann+23|,

3. Kvoéciens-induktiv tipusokat tamogaté metanyelvek

Az el6z6 fejezet metanyelve az extenzionalis tipuselmélet [Mar84|, melyben nincs kiilénbség az
egyenlGség tipus és az konverzio relacio (operacios szemantika, definicionélis egyenléség) ko-
zott. Ha szamitogépen formalizalni szeretnénk az eredményeket, azt valamilyen intenzionalis
tipuselméletben kell végezni, mert extenzionalis tipuselméletben a konverzio relécié eldénthe-
tetlen [CCD17|. A konverzié eldontetdsége alapvets kovetelmény jol hasznéalhato tipusellendrzo
implementalésahoz.

A tipuselmélet legtobb elérheté implementacioja (Agda, Coq, Idris, Lean) intenzionalis
egyenlGség tipusra épiil, és nem tédmogatja a kvociens tipusokat, kizardlag posztuldlni tud-
juk &ket. Ekkor azonban elveszik a kanonicitas [Coql9| tulajdonsag: lesznek olyan zart Bool
tipusa termek, melyeket futtatva (normalizalva) nem kapunk sem true-t, sem false-ot, hanem
valamelyik posztulatumon elakad a kiértékelés. A kubikalis Agda [VMA21| a tipuselmélet vég-
telen groupoid modelljére [Coh+ 17| épiil, és tamogatja a kvociens-induktiv tipusokat. Azonban
a tipuselméletnek a joval egyszertibb setoid modellje |Alt99| is tdmogatja a kvociens-induktiv
tipusokat, és elGszor ezt ismertetjiik. Utana kitériink a magasabb dimenzios valtozatra.

3.1. Setoid tipuselmélet

A setoid modellben egy zart tipust egy meta-tipussal és egy azon a tipuson értelmezett homogén
binéris ekvivalenciarelacioval adunk meg. Ezt a relaciot a tipus egyenlgségének tekintjiik. Mivel
szabad kezilink van az egyenlGség relacid6 megadasanal, tetszéleges kvocienst megvalosithatunk
igy. Példaul egy adott tipust tgy tudunk allitassa csonkitani, hogy reldcionak a teljes relaciot
adjuk meg: igy tetszdleges két eleme egyenls lesz, és csak annyi informaciot latunk a tipusbol,
hogy van-e eleme vagy nincs (egy 4llitas egy olyan tipus, melynek minden eleme egyenls). Vagy
megadhatjuk a Cauchy valés szamokat Bishop [Bri99| stilusaban, de magasabb absztrakecios
szinten, kvociensként [Prol3| (ez egy kvociens induktiv-induktiv tipus). A setoid modellben a
kvocienseken til a koinduktiv tipusok is jol miikodnek, példaul két pontonként egyenld végtelen
folyam egyenld, vagy két pontonként egyenl fliggvény is egyenld. Ezenkiviil igaz az allitasokra
vonatkoz6 extenzionalitas szabaly, tehat két logikailag ekvivalens allitas egyenld.
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A setoid modellre épitve megadtunk egy setoid tipuselméletet, mely a Martin-Lof tipusel-
mélet kiegészitése tijabb konverzids szabalyokkal, melyek leirjak, hogy hogyan kell kiszamitani
egyes tipusok egyenlGségét, valamint az egyenlGség elimindtoraval hogyan kell szamitésokat
végezni. Ez volt az els6 tipuselmélet, melyben igaz a fliggvény-extenzionalitas és egy tényle-
ges bovitése Martin-Lof tipuselméletének, anélkiil, hogy pl. elvennénk azt a szabalyt, hogy az
egyenlGség eliminatora a reflexivitdsra alkalmazva identitas. A setoid tipuselmélet szemanti-
kajat nem egyszertien egy modellel, hanem egy forditassal adtuk meg, a setoid tipuselméletet
egyszert Martin-Lof tipuselméletre forditottuk le. Az eredményeket Thorsten Altenkirch-el, Si-
mon Boulier-rel és Nicolas Tabareau-val kozosen publikaltuk |Alt-+19]. Nyitott volt még a setoid
modellben a fiiggé univerzum (tipusok tipusa) konstrukcioja, ezt szintén forditassal meg tud-
tuk adni: ha a forditas célnyelvében vannak induktiv-induktiv tipusok, akkor a targynyelvben
megadhato egy univerzum. Ezt az eredményt Thorsten Altenkirch-el, Simon Boulier-rel, Ch-
ristian Sattler-rel és Filippo Sestini-vel kézosen publikaltuk |Alt+21]. A setoid tipuselméletnek
elkésziilt egy kisérleti implementacioja is [Kov23|. Szumi Xie-vel kozosen megmutattuk, hogy
a setoid modell tamogatja a [6] definicioban megadott univerzalis kvociens induktiv-induktiv
tipust, melyre az 6sszes kvociens induktiv-induktiv tipus visszavezethets [KX21).

A setoid tipuselmélet probléméja, hogy nem teljesiil benne az egyedi kivalasztasi axioma.
Ez az axioma sziikséges példaul ahhoz, hogy egy fiiggvény grafjabol megkapjunk egy konkrét,
végrehajthato fiiggvényt. A setoid tipuselmélet magasabb valtozataban az egyedi kivalasztasi
axioma teljesiil, ezt a kdvetkezd alfejezetben ismertetjiik.

Kapcsolodoé munkak. A setoid tipuselmélet egy korai véltozata az observational type
theory [AMSO07]. Loic Pujet és Nicolas Tabareau tovabbfejlesztették a setoid tipuselméletet,
egyszertsitették a szintaxisat, bebizonyitottak a normalizalas tulajdonsagot [PT22|, modellez-
ték az impredikativ fliggvényteret [PT24], és végiil Pujet konstruélt egy univerzumot, mely
nem hasznél induktiv-induktiv tipusokat (még nincs publikdlva). A setoid tipuselmélethez ha-
sonl6 rendszer Maietti és munkatirsainak a minimalista rendszere a konstruktiv matematika
megalapozasara [Mai09].

3.2. Higher observational type theory

A Martin-Lof tipuselméletben az egyenlség egy induktiv tipussal van megadva, mint a leg-
kisebb reflexiv relacid. A setoid tipuselméletben minden tipusra kiilon szamitjuk ki annak
egyenl@ség tipusat, példaul parok egyenlGsége egyenlségek parja (=4 az A tipusra vonatko-
z0 egyenlség tipus, = a konverzio relacio):

((a,b) =axp (@', b)) = ((a=aa’) X (b=pD")).

A setoid tipuselméletben az univerzum (Type, tipusok tipusa) egyenlGsége a tipusok strukturaja
szerinti indukciéval van megadva, példaul

((A X B) —Type (AI X Bl)) = ((A —Type A’) X (B —Type BI))-

A homotopia-tipuselméletben [Prol3] Voevodsky univalence axiémaja azt mondja, hogy a ti-
pusok egyenlGsége ugyanaz, mint a tipusok kozotti bijekciok (izomorfizmusok, ekvivalenciak)
halmaza. Ez a kovetkezd szamitési szabalynak felelne meg:

(A =Type B) = (A = B).

A higher observational type theory (HOTT) egy olyan, egyeldre képzeletbeli tipuselmélet, mely-
ben teljesiil a fenti szamitasi szabaly.

Ennek megadasa egy fontos jovébeli cél, amit eddig sikeriilt elérni, az a HOTT-nek egy
gyenge valtozata, melyben a tipusok egyenl@sége a tipusok kozotti relaciok tipuséval egyezik
meg, tehat

(A =Type B) "=" (A — B — Type).
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A konverzio relaciot azért tettiik idézéjelbe, mert a jobb és bal oldal k6zott csak szekcid-retrakeid
kapcsolat van, és nem konverzid. Azonban mar ennek a rendszernek is végtelen-dimenzios ku-
bikalis halmazok a modelljei, mert a fenti megfeleltetés iteralhato: a tipusok egyenlGsége relacio,
a relaciok egyenl@sége még bonyolultabb relacio, és igy tovabb. Az igy kapott tipuselmélet bel-
s6 parametricitassal (internal parametricity) rendelkezik, példaul be lehet bizonyitani benne,
hogy az (A : Type) » A — A tipusnak csak egyetlen eleme van, mig az (A : Type) - A — A
tipusnak két eleme van. Ezt a tipuselméletet parametric observational type theory-nak (POTT)
nevezziik. A POTT szabalyait, a kubikalis halmazokra épiilé modelljét és a POTT-re vonatko-
z6 kanonicités bizonyitast Thorsten Altenkirch-el, Michael Shulman-nal és Yorgo Chamoun-nal
kozosen publikaltuk [Alt+24].

Kapcsolodoé munkik. A homotoépia-tipuselmélet els6 modellje szimplicialis halmazokra
épiilt |[KL21|, az els6 konstruktiv modellje kubikalis halmazokra [BCH19|. Egy mésik kubikalis
halmaz modellre épiil a kubikalis tipuselmélet nyelve [Coh+17], melyet a kubikalis Agda bizonyi-
torendszer implemental [VMA21]. Azota tobbféle kubikalis modellt és tipuselméletet dolgoztak
ki [AFH18} |Ang+21; |Awo+24], ezek koziil mindegyik beépiti a geometriat (egy absztrakt in-
tervallum tipust és magasabb dimenzios kocka-kitolté operatorokat) a szintaxisba. A HOTT
elénye az lenne, hogy a szabalyai sokkal egyszertibbek, tobb konverzios szabaly teljesiil, és po-
tencidlisan hatékonyabban lehet implementalni, mint az intervallumra épité tipuselméleteket.

4. Programozasi nyelvek algebrai leirasa

Ebben a fejezetben kiilonboz6 (programozasi) nyelveket irunk le az algebrai modszerrel, és
ezek tulajdonsagait bizonyitjuk. Sokaig nem volt vildgos, hogy algebrai modon le lehet-e irni a
Russell-univerzumokat, be lehet-e bizonyitani a kanonicitast vagy a normalizalast, lehet-e irni
tipusellendérzét.

Doktori disszertaciomban megmutattam, hogy a normalizalas bizonyithaté algebrai médon
is, és nincs sziikség tipus nélkiili pretermekre vagy konverzio relaciora. Ez azért jelentGs, mert az
algebrai szintaxison minden fiiggvénynek meg kell 6riznie a konverzio relaciot: tehat példaul nem
kiilonboztethetjiik meg semilyen formaban az 1+1 és a 2 termeket : a normalizalas soran viszont
sehol sincs sziikség ezen kvociens megtorésére. A kapott normélformak egyenlésége nem volt
trividlisan eldonthetd, ezt javitottuk ki Thorsten Altenkirch-el kozosen |[AK17|. A normaliza-
las bizonyitas jelentds részét formalizaltuk az Agda bizonyitérendszerben. Ehhez kapcsolédoan
megmutattuk, hogy tipusellenérzés soran kizéarolag jol tipusozott (algebrai) termek egyenld-
ségét kell eldonteni [Kapl8|. Megmutattuk, hogy az algebrai normalizalas-bizonyitas mikodik
nagyméreti eliminacioval rendelkezs Bool-okkal kiegészitett tipuselméletre is [AKK17].

A normalizalas egy specialis esete a kanonicitas, megmutattuk, hogy a kanonicitas pedig
a kategorikus ragasztasnak egy specialis esete, mely tetszéleges tipuselmélet-modellre elvégez-
hets. Tipuselmélet modellek kategorikus ragasztasidbol ezen kiviil megkapjuk a szintaktikus és
szemantikus parametricitast is. A kategorikus ragasztasra vonatkozé eredményeket Christian
Sattler-rel és Simon Huber-rel kézosen publikaltuk [KHS19).

Régota ismert, hogy Schonfinkel kombinétor kalkulusanak és Church lambda kalkulusdnak
szintaxisa valamilyen értelemben ekvivalens [HS08|. Megmutattuk, hogy ez az ekvivalencia al-
gebrai modon is bebizonyithato: a lambda kalkulust is, mint algebrai elméletet adjuk meg (tipus
nélkiili illetve egyszerten tipusos csalados kategoridkkal), és az ekvivalencia bizonyitasa soran
nem kell megtérni a kvocienst. A tipusozas a bizonyitdsunk paramétere, ezért egyszerre lat-
tuk be ugyanazt a tipus nélkiili és az egyszeri tipusokkal rendelkezd lambda kalkulusra illetve
kombinator kalkulusra. Ezeket az eredményeket Thorsten Altenkirch-el, Artjoms Sinkarovs-val
és Végh Tamaéssal kozosen publikaltuk [Alt+23], a cikk Osszes allitasat kubikalis Agdaban is
formalizaltuk.
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A Russell-univerzumok azt jelentik, hogy val¢jaban nem kiilonitjiik el a tipusokat és a terme-
ket, hanem a tipusok csak olyan termek, amelyek tipusa valamilyen univerzum. Kézvetleniil igy
megadva a termeket azonban nagyon fiiggs (very dependent) tipusokat kapunk, melyek algeb-
railag értelmezhetetlenek: a term megjelenik sajat tipusdban. Thorsten Altenkirch-el, Artjoms
Sinkarovs-val és Végh Tamaéssal kozosen megadtunk egy modszert, mellyel az ilyen nagyon fiig-
g6 tipusok is értelmezhetdk algebrai modon, ezt Miinchhausen modszernek neveztiik [Alt-+22|.
A cikkben a Miinchhausen moédszert alkalmaztuk a Russell-univerzumok, a végtelen soroza-
tok, tobbdimenzids tombok, a kornyezetek nélkiili tipuselmélet és a fliggé kombinator kalkulus
megadésara.

A tipuselmélet legnépszertibb algebrai leirasa csalados kategoridkra [CCD21|, més néven
parhuzamos helyettesitésekre épiil. Luksa Norberttel kézosen megmutattuk, hogy az egyszeri
tipuselmélet |[KL20] megadhato egyes helyettesitési kalkulussal. Szumi Xie-vel kézosen meg-
mutattuk, hogy ugyanez megtehetd a fiiggs tipuselméletre is [KX24b|. Az egyes helyettesitési
kalkulus kozelebb van a szokésos informalis leirashoz és kevesebb miiveletet illetve egyenlGsé-
get tartalmaz, mint a parhuzamos helyettesitési kalkulus. A jovében lehet, hogy alkalmazhaté
a tipuselmélet szintaxisdnak halmaz-csonkitas nélkiili megadésara. Jelenleg nem ismert, hogy
homotoépia-tipuselméletben megadhato-e a tipuselmélet végtelen-dimenzids szintaxisa, ennek a
kérdésnek az eldontésében segithet az egyes helyettesitési kalkulus.

Az algebrai tipuselmélet-leiras nagyon jol miikddik papiron, de a szamitogépes formalizélas
nehéz. Ennek az az oka, hogy bizonyos mitveletek és egyenlGségek csak korabbi egyenlGségek
miatt tipushelyesek, igy a korabbi egyenlséggel transzportalni kell bizonyos termeket (lasd .
alfejezet). A transzport az egyenlség tipus eliminatora, ha reflexivitasra alkalmazzuk, akkor
az identitas fliggvény. Az ebbdl keletkezd helyzetet transzport pokolként szokés jellemezni. A
transzport pokol kezelésére kétféle modszer ismert: (i) elkeriiljiikk az indexelt tipusok alkalma-
zasat, mas szoval esszencidlis algebrai elméletekkel dolgozunk altalanositott algebrai elméletek
helyett; (ii) az egyenlGségeket szigoruva (definicionalissa, konverziova) alakitjuk, igy a transz-
portok eltinnek (mert a definicionalis egyenlGség reflexivitassal bizonyithato). Az (i) modszer
problémaéja, hogy sokkal kevésbé olvashato, és tavolabb van a tipuselmélet gyakorlati implemen-
tacioitol. A (ii) lehetSséget hasznaljuk ki, amikor a tipuselméletet sekélyen beagyazzuk a sajat
implementaciojaba (ezt nevezik standard modellnek, metacirkularis modellnek, halmaz/tipus
modellnek is). Ilyenkor a metanyelv eldonti helyettiink az egyenlGségeket, igy az algebrai elmélet
Osszes egyenldsége definicio szerint teljesiilni fog, és az Osszes transzport eltinik. Igy a tipusel-
mélet sekély bedgyazésa folott nagyon konnyt fiiggd modelleket megadni, és igy a tipuselmélet
szintaxisa szerinti indukcios bizonyitdsok helyességét szamitogéppel ellendrizni. Megmutattuk,
hogy feltételezve a metanyelvi implementécié helyességét, ez a modszer pontosan akkor miiko-
dik, amikor mély beagyazasra is miikddik a bizonyitas. Az ilyen modszerrel csak ellendrizni lehet
a bizonyitasokat, de nem tudjuk futtatni a bizonyitasokat, hiszen a sekély bedgyazasra nincs
indukcios elviink. Az eredményeket Kovacs Andrassal és Nicolai Kraus-szal kdzosen publikaltuk
IKKK19|.

Mig extenzionalis tipuselméletben vagy setoid tipuselméletben egy (elsérendi) algebrai el-
méletnek egyféle modell-fogalma van, intenzionalis tipuselméletben (ahol nem teljesiil a fiiggvény-
extenzionalitas), kétféle modon adhatok meg az egyenléségek: pontonként illetve pontmentes
modon. Példaul a félecsoportok asszociativitas tulajdonsaga a kovetkezd pontonként (bal oldal)
illetve pontfiiggetlen modon (jobb oldal), C a félecsoport alaphalmaza, ® a mtvelet:

(xy2:C) > (x®y)®z=cx®(y®2) (Axyz.(x®y) ® 2) =cocncoc (X yzx @ (Y ® 7))

Ha van fiiggvény-extenzionalitasunk, akkor a bal oldalibdl kovetkezik a jobb oldali egyenlGség,
ha nincs, akkor a jobb oldali erGsebb. Hasonloképpen az allitasok algebrai struktturédja is meg-
adhato pontfiiggetlen moédon: egy allitas egy P halmaz, melynek barmely két eleme egyenls, a
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bal oldali ennek a pontonkénti, a jobb oldali a pontfiiggetlen megfogalmazasa:

(xy:P)—>x=py (Ax y.x) =p_pop (Axy.y)

Ha a metaelméletiinkben nincs fiiggvény-extenzionalitas, akkor a bal oldai allitas-fogalom nem
zart a fliggvény tipusokra, mig a jobb oldali igen. Ezt a tulajdonsagot kihasznalva megad-
tuk a setoid modellnek egy valtozatat, mely intenzionélis metaelméletben, az allitasok szigoru
univerzuma nélkiil is miikodik. Sajnos ez a modell nem tdmogat induktiv tipusokat, emiatt kor-
latozott a hasznalata, de illusztralja, hogy pontfiiggetlen egyenléségekkel teljesen intenzionalis
kérnyezetben is lehet dolgozni. Az eredményeket Donko Istvannal kozosen publikaltuk [DK21].

Az eddig felsorolt eredmények mind elsérend algebrai elméletekre vonatkoztak. A 2.7] feje-
zetben leirt méasodrendt algebrai leirds magasabb szintii, kevesebb adminisztraciot (boilerplate-
et) tartalmaz, mint az elsérendd. Christian Sattler-ral és Rafaél Bocquet-val kozosen megmutat-
tuk, hogy a tipuselmélet kanonicitas, normalizalas és parametricitas bizonyitasai megadhatok
kozvetleniil méasodrendi fliggd modellekkel [BKS23|. Az alapotlet az, hogy az elsérendii rep-
rezentaciora [KX24a| szintén sziikség van, a masodrendi fiiggd modell egy elsérendd modell
folott adhatd meg, az els6rendd modell viszont mindig generalhatdé méasodrendt modellbdl agy-
nevezett kontextualizacioval (ami szintén a standard/metacirkuléaris/halmaz/tipus modell egy
valtozata). Az ehhez sziikséges metanyelv egy el6kéve modell bels§ nyelve, és még nem vila-
gos, hogy tetsz6leges mésodrendd algebrai elmélethez mi a legmegfelel6bb el6kéve modell. Egy
adott nyelv megadésa és a nyelvben valdé programozas azonban mindenképpen kényelmesebb
masodrendd modon [Kap24].

Kapcsolodé munkik. Tovabbra sincs formalizalva algebrai normalizalas-bizonyités. A
legteljesebb tipuselméletekre vonatkoz6 normalizalas-bizonyitdsok mind alacsony szinten dog-
loznak [AOV18; |Adj+24]. Coquand mutatta meg, hogy a normalizélds egy specialis esete a
kanonicitas, mely joval egyszertibben, elgkéve strukturdk nélkiil is bizonyithaté |[Coql9|. Az
egyszeres helyettesitési kalkulus egy kategoriaelméleti modellje a B-rendszer |[Ahr+-23|. A mi
egyszeres helyettesitési kalkulusunk kevesebb egyenl@séget tartalmaz, ezért tobb modellje van,
mint a B-rendszereknek, a szintaxisok viszont ekvivalensek. A transzport pokol elkeriilésének
esszencialis algebrai modjat valasztotta Brunerie és de Boer [BB20|, amikor felépitették a tipus-
elmélet inicialis modelljét kvociens tipusok segitségével. A sekély bedgyazéas modszerét masok is
alkalmaztak a tipuselmélet szintaxisan megadott indukci6 formalizalasara |[BPT17|, de a mod-
szer helyességét nem bizonyitottak. Pontfiiggetlen egyenlGségeket Hugunin is hasznalt induktiv
tipusok W-tipusokra valo visszavezetésére [Hug20|, és mi is hasznaltuk a setoid modell szi-
gort transzport szabalyanak formalizalasara |Alt+19]. A kozvetlen méasodrendd modellekkel
valo érvelés alternativ, kategorikus modszerét Jon Sterling fejlesztette ki [Ste22], ez esszencidlis
algebrai lefrdsra épiil, mig a mi modszeriink altalanositott algebrai leirasra épiil.
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5. Tézisek

Az egyes téziseknél listazzuk a vonatkozo sajat publikiciokat.

1. A szignaturak elmélete modszer kidolgozasa, és alkalmazasa a kovetkezs induktiv tipus-

osztalyokra.

a) kolesonosen megadott induktiv tipusok [KR20],

b) induktiv-induktiv tipusok [KKL20],

¢) kvociens induktiv-induktiv tipusok [KKA19; KK20b],

d) magasabb induktiv-induktiv tipusok [KK18; KK20a],

e) masodrendd altalanositott algebrai elméletek [KX24a].
Az a)-c) osztalyok minden tagjara a kategorikus szemantika megadéasa és az inicié-
lis algebrak létezésének bizonyitésa. A d) osztaly tagjaira a (fiiggs) algebra és (fiiggd)

homomorfizmus-fogalom megadésa. Az e) osztaly tagjainak elsérendd algebrai elméletre
(kvociens induktiv-induktiv tipusra) forditasa és a forditas helyességének bizonyitasa.

2. A setoid tipuselmélet kidolgozasa a kdvetkezs szolgéaltatasokkal:
a) fliggvény-extenzionalitas, propozicionalis extenzionalités, kvociens tipusok, szigori
szamitéasi szabaly az egyenl6ség eliminatorara [Alt+19],
b) univerzum, amely zart az Gsszes tipusra |Alt-+21|,
¢) univerzalis kvociens induktiv-induktiv tipus, ezen keresztiil az 6sszes kvociens induktiv-

induktiv tipus [KX21|

3. A parametric observational type theory kidolgozasa, szemantikaval és kanonicitas bizo-
nyitassal |Alt424].

4. Programozasi nyelvek algebrai leirasdnak alkalmazasai.

a) Fiiggd tipuselméletre normalizalas bizonyitas és a konverzio relacio eldonthetdsége
[AK17|, a tipuselmélet bévitése nagyméretii eliminacioval rendelkezs Bool tipussal

[AKK17|.
b) Kategorikus ragasztas tipuselméletre [KHS19).
¢) Kombinator kalkulus és lambda kalkulus ekvivalenciaja [Alt-+23].
d) Miinchhausen modszer a nagyon fiiggd tipusok algebrai megadéaséara [Alt+22].
e) Egyes helyettesitési kalkulus egyszert [KL20| és fiiggd [KX24b| tipuselméletre.

f) Sekély bedgyazas tipuselméletre vonatkozo metaelméleti bizonyitasok szamitogépes
ellendrzésére [KKK19).

g) Pontfiiggetlen egyenléségek a setoid modell allitds-univerzum nélkiili megadasara

[DK21].
h) Metaelméleti bizonyitasok fliggd tipuselméletre masodrendii fliiggd modellként meg-
adva |[BKS23|.
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