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Bizonyitas, érvelés

Példa:

saros a csizmam
ha vizes a fold, esett az es6 vizes a fold

ha sdros a csizmam, esett az eso

Melyek a megengedett |épések?
Rossz példa:

a halak tudnak Uszni a delfinek halak
a delfinek tudnak dszni a delfinek nem halak
a delfinek nem tudnak Uszni
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Egy egyszerii logika
Allitasok:
> igaz: T
hamis: L
ha A és B allitas, akkor AA B is az
hasonléképp A — B
alapallitasok: saros a csizmam, esett az esd, vizes a fold
Logikai szabdlyok:

v

v

v

v

A
o 1 A B A B A—-B A :
T A AANB AANB ANB B B
A— B
Axiémak:

Saros a csizmam
vizes a fold — esett az esd vizes a fold
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Halmazelmélet
Allitasok:
» 17,1, ANB,AVB, A= B
» Vx.A, Ix.A (valtozék), pl. Vx.x+3 =3+ x
> alapéllitdsok: a = b, a € b (a és b kifejezések)
Kifejezések:
» valtozdk (x, y, ...)
> 0

Logikai szabalyok mint az el6bb, plusz:

) Vx.A Alx — a] Ix.A
Ux.A (xszabad Aban) - E SR o o= A S A
Axiédmak:
a=b b=c Vx.VyY .
3=c xVyVz(zeEx+zey) s x=y

Vx.Vy.3zNVq.q € z > g = xV g = y (rovidités: z = {x,y})
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A matematika felépitése

» Ha x, y két halmaz, a beldlik 4ll6 rendezett par:

(xy) = {x} Iy

Egy reldcié rendezett parok halmaza.

v

v

Egy f relaciét fliggvénynek hivunk, ha
(xy)efn(xy)ef—oy=y.
N definicidja:

v

0=0
suc(x) = x U {x} (unié axiéma)
N= {0} U{xU{x}|x € N} (végtelenségi axiéma)

A + fiiggvény az alabbi halmaz:

v

+ = {((0,x), x) [ x € N} U{((suc(x), y), suc(x +y)) | x,y € N}
> A fenti definicidkkal pl. levezethetd, hogy Vx.x +3 =3 + x.
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Tarski (lengyel matematikus, 1901-1983) Gtlete

Logikai 0sszekotok jelentése:
> T jelentése t
> | jelentése f

> A logikai 0sszekotok jelentése igazsagtablazattal adhatd meg:
A B|AAB AvB A—-B

t ot t t t
t f f t t
f ot f t f
f f f f t

> Vx.A jelentése akkor és csak akkor t, ha minden a halmazra A[x — 4]
jelentése t.

» dx.A jelentése akkor és csak akkor t, ha létezik olyan a halmaz,
melyre A[x — a] jelentése t.
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Heyting (holland matematikus, 1898 — 1980) otlete

Logikai 0sszekotok jelentése:

AN B A egy bizonyitasa és B egy bizonyitasa
AV B egy (i,p) pér, ahol ha i =0, akkor p A egy bizonyitasa,

ha i = 1, akkor p B egy bizonyitasa
A — B egy fliggvény, mely A egy bizonyitasat atalakitja B egy bizonyitdsava
Vx.A egy fliggvény, mely egy a halmazt A[x — a] bizonyitdsava alakitja
Ix.A egy (a,p) par, ahol a halmaz, p pedig A[x — a] egy bizonyitdsa
1 (valami, aminek nincs bizonyitasa)
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Programozas
Programok tipusai:

sort : List Int — ListInt +:NxN—=N
Hogyan irunk adott tipust programot?
Ax B  két program, egy A tipusi és egy B tipust
AV B vagy egy A tipusu, vagy egy B tipusl program
A— B Ax.t ahol x: A, t: B, és t felhasznalhatja x-et
Mx : A.B Ax.t ahol x : A, t: B, ahol t és B felhasznélhatja x-et
Yx: A.Begy (a,b) par, ahol a: A, b: B[x — 4]
1 (nincs ilyen tipusd program)
Programok végrehajtasa:

Mt:A—-B u:A
(Mx.t)(u) = t[x— u] : B

Eszrevétel:
) bizong_l'tés = programozas
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Tipuselmélet

Eszrevétel:
bizonyitds = programozas

Egy programozasi nyelv, mely erre az észrevételre épiil.
Hasznalhaté halmazelmélet helyett a matematika felépitésére. ElGnyei:
» A bizonyitdsok szamitégéppel ellendrizheték (tipusellendrzés).
» A bizonyitdsok végrehajthatok,
» pl. ha bizonyitottam, hogy barmely két szamnak van legnagyobb kozos
osztdja, akkor ingyen kapok egy progamot is, mely ezt kiszdmolja.
» A matematikusoknak van intuicidja a tipusokrdl, pl. nem érdekes

nekik, hogy 3 € 5 igaz vagy sem. A tipuselmélet explicitté teszi ezt az
intuiciét.

v

Egyszeriiség: a tipuselméletben —, a fiiggvény tipus, és V
megegyeznek. Nincs kiilon logikai és nem-logikai rész.
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Curry-Howard izomorfizmus

> Logika és tipuselmélet kozti kapcsolat
» allitds = tipus, bizonyitds = program
> példak:
ANB=CVD AxB—-C+D
a=b Id(a, b)
-(x=3) ldy(x,3) — 0
Vx € N.x+zero = x  [],.y ldn(x + zero, x)
(x :N) = ldy(x + y,y + x)
List Char = Int List Char — Int
» Matematikat els6rendii logikdban végeznek: ha ezt képes kifejezni a

tipusrendszeriink, akkor minden matematikai allitds leirhatd vele
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Példa

» N tipust a konstruktorokkal adjuk meg:

zero : N
suc: N —- N

» az Osszeadds (- + - : N — N — N) fiiggvényt rekurzivan definidljuk:
zero+n:=n
suc(m) + n := suc(m + n)

» rekurzivan definidljuk az aldbbi fliggvényt:

assoc : H ldn((x +y) +z,x+ (y + 2))
x,y,z:N

assoc(zero, y, z) := refl(y + z)

assoc(suc(m), y, z) := cong(suc, assoc(m,y, z))
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Kovetkezo |épések

» Magyarul: honlapomon egy cikk a homotépia-tipuselméletrdl
» Konyvek:
> logika és programozas kapcsolata: Girard, Lafont: Proofs and types
(fent van a neten)
» tipuselmélet: Homotopy Type Theory kdnyv (letdlthetd)
http://homotopytypetheory.org

Homotopy
Type Theory

» logika: Girard: The blind spot
» Martin-Lof tipuselméletre épiilé programozasi nyelvek:
» Coq: legrégebbi, inkdbb tételbizonyitd rendszerként hasznaljak
» Agda: legfejlettebb
> Idris: gyakorlati programozasra
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