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Kivonat

A formadlis nyelvek kozé tartoznak a logikai és a programozasi
nyelvek. Ebben a jegyzetben példakon keresztiil megmutatjuk,
hogyan lehet redundans informacié nélkiil, magas szinten ilyen
nyelveket megadni, és benniik programozni.
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Ezen jegyzet eredeti valtozata az E6tvos Collegium Informatika Mii-
helyének 20 éves évforduldjara késziilt. Koszonom szépen Locsi Leven-
tének a biztatast, sok hibajavitast és szerkesztést. A szerzé honlapjan
elérhet6 ennek az irasnak legfrissebb valtozata és a hozza tartozd sza-
mitégépes formalizdlas.

1. Els6rendii algebrai elméletek

Ebben a fejezetben a félcsoport és a kombinator-kalkulus példain
keresztiil bemutatjuk az algebrai elméleteket. Az algebrai elméletek (al-
gebraic theory, AT) nagyon egyszer(i programozasi nyelveknek felelnek
meg: olyan nyelveknek, melyekben nincsenek valtozok és tipusok.

* ELTE Informatikai Kar, Programozési Nyelvek és Forditéprogramok Tanszék



A legegyszeriibb Turing-teljes programozasi nyelv Moses Schonfin-
kel kombinator-kalkulusa. Az S és K kombinatorokat tudjuk egymés
utédn {rni zardjelezetten (példdul (SK)K illetve S(KK) két kiilonbozs
kombindtor term), és két atirdsi szabdlyunk van: (Ku)f ~ u illetve
((Sfg)u ~ (fu)(gu), ahol u, f és g tetszbleges kombindtor termek.

Hogyan irjuk le ezt a nyelvet teljesen precizen? Elészor is, mik azok
a termek? TetszOleges sztringek (karaktersorozatok)? Sztringek, me-
lyekben csak S, K, nyitd és zar6 zardjelek szerepelhetnek? Ezek koziil
csak azon sztringek, melyek jol zaréjelezettek 7 Binaris fak, melyeknek
kétféle levelitk lehet? Kétféle levelil bindris fak ekvivalenciaosztalyai,
melyek a fenti két atirasi szabalybdl képzett ekvivalencia-kongruencia
reldcié alapjan vannak képezve?

Ebben a cikkben a legutolsé véaltozatot fogjuk hasznalni, de kicsit
egyszeriibben fogalmazzuk meg ugyanezt: a kombindtor-kalkulus egy
algebrai elmélet, melyben egy bindris miivelet van (applikdcio, egy-
més mellé irds), két nullaris miivelet van (S és K), és két egyenlség
(Ku)f = u és ((Sf)g)u = (fu)(gu). Konvenci6, hogy az applikdcié
balra zaréjelezédik, tehdt a két egyenléség rovidebben igy is irhatd:
Kuf =uésSfgu = fu(gu). Az ilyen, hdrom miivelettel elldtott halma-
zokat, melyekre teljesiil a fenti két egyenléség, kombinator algebraknak
nevezzik.

Miel6tt a kombinator-algebrakata targyalnank, megnéziink egy jol
ismert algebrai elméletet.

1. Definicié (félcsoport). Egy félecsoport a kovetkezd komponensekbdl
all:

C : Set
-.-:C=oC—=C

ass (x-y)z=z-(y-2)

Egy félcsoport tehat egy halmaz, rajta egy bindris miivelet (mely
seurry-zett” médon, C — (C — C) fiiggvénnyel van megadva Cx C — C
helyett), mely asszociativ. Péld4ul félcsoportot alkotnak az egész sza-
mok az Osszeadassal (C:=7Z,x -y := x +y), hiszen az Osszeadds asszo-
ciativ. Tovdbbi példdk: egész szdmok a szorzédssal; logikai értékek (két-
elemil halmaz) az és/vagy/kizar6 vagy miivelettel; sztringek az Gssze-
fiizéssel (konkatendcid); n x m-es valds matrixok a matrix-szorzdssal;
A — A fliggvények a fiiggvénykompoziciéval tetszéleges A halmazra;
A részhalmazai a metszettel /uniéval; az egyelemii halmaz (mi a mii-



velet?); az tires halmaz (mi a miivelet?). Nem példa: egész szamok a
kivonassal vagy hatvanyozassal.
A kombindtor-algebrakat is megadjuk ugyanezzel a jeloléssel.

2. Definicié (kombindtor-algebra).

Tm : Set

— = :Tm—=>Tm — Tm (balra zdrdjelezddik)
:Tm

S :Tm

KB K-u-f=u
S8 :S-frgru=f-u-(g-u)

A kombindtor-algebrakat szokas a kombinator-kalkulus modelljei-
nek, a félcsoportokat a félcsoport-elmélet modelljeinek nevezni.
A trividlis kombinator-algebraban Tm az egyelemii halmaz.

3. Allitas. Nincs kételemd kombindtor-algebra.

Bizonyitds. K és S segitségével megadhatjuk a proj;, proj,, projs terme-
ket, melyekre proj; - u; - us - uz = u; teljesiil. Tegytik fel, hogy a {0,1}
halmaz kombinator-algebra. Ebben a modellben skatulya-elve alapjan
kettd proj; megegyezik, feltehetjiik, hogy mondjuk proj; = proj,. Ekkor
0=proj;-0-1-1=proj,-0-1-1=1. O

4. Feladat. Nincs nemtrividlis véges kombindtor-algebra (melyben Tm
véges halmaz).

Nemtrivialis kombinator-algebrakat nem olyan kénnyti talalni, mint
félcsoportokat. Ez nem meglepd, hiszen ez egy Turing-teljes nyelv — egy
nemtrivialis kombinator-algebraban elkédolhaté az 6sszes Turing-gép.

5. Gondolkodnivalé. Van-e olyan kombindtor-algebra, melyben Tm
a Turing-gépek kédjainak halmaza ? Esetleg ennek valamely kvdciens
halmaza ?

Van azonban egy moddszer, amellyel tetszoleges algebrai elméletnek
megadhaté egy nemtrivialis modellje, igy a kombinator-kalkulusnak is:
ezt szokds szabad algebranak vagy szintaxisnak nevezni. A kombinétor-
kalkulus szintaxisa a kévetkezd.



6. Definicié (Kombindtor-kalkulus szintaxisa). Vesszik a bindris fd-
kat, melyek leveleinél a kételemd halmaz valamely eleme szerepel (ezt
a két elemet K-val illetve S-el fogjuk jelolni), és ezek kozil a kovetkezd
fakat megegyezdnek tekintjik (itt a hdromszogekkel tetszéleges fdkat je-
loliink, melyeket elneveziink u-nak, f-nek illetve g-nek):
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A szintaxis ,szabadsaga” azt fejezi ki, hogy ez egy olyan algebra,
mely csak annyit tud, amennyit az algebrai elmélet kovetel, sem t6b-
bet (példdul nincs benne t6bb egyenldség), sem kevesebbet (hiszen az
adott elmélet algebrdja). A szintaxis elemeit szabadon generdlja a ha-
rom mivelet, és az egyenléségek szerint vesziink egy kvécienst. Ezt
agy is ki lehet fejezni, hogy a szintaxis elemei valéjaban ekvivalencia-
osztalyok: két term egy ekvivalenciaosztdlyban van, ha a két egyenlGség
altal generdlt ekvivalencia-kongruencia reldcié szerint relacioban dllnak
egymassal. Ha két term a szintaxisban egyenld, arra tgy gondolhatunk,
hogy a két term mint program, ugyanazt a végeredményt adja (vagy
ugyanigy nem adnak végeredményt, ha végtelen sokdig futd progra-
mok). Ha valamit meg tudunk csindlni a szintaxisban, azt meg tudjuk
csinalni tetszéleges kombinator-algebraban is: ha egy termet fel tudunk
épiteni a szintaxisban, azt fel tudjuk épiteni tetszéleges algebraban. Ha
két term egyenl6 a szintaxisban, a megfelel6 termek egyenléek tetszo-
leges kombinator-algebraban is. A szintaxisban valé munkét nevezziik
programozasnak, ezt illusztraljuk most.

7. Feladat (Identitds). Tetszdleges kombindtor-algebrdban megadhatd
az algebra egy | eleme, melyre |-u = u minden u-ra. Ugy is fogalmazhat-
tunk volna, hogy a szintaxisban megadhato egy | term, melyre | - u = u
minden u-ra.

8. Feladat (kompozicié). A szintaxisban megadhatd egy B term, melyre
B-f-g-u=f-(g-u) minden f, g, u-ra.

9. Feladat (C kombindtor). A szintaxisban megadhaté egy C term,
melyre C- f-u-g= f-g-u minden f, g, u-ra.



Kombindtor termekkel reprezentalhatok a természetes szamok: az
alapotlet, hogy egy n szam egy olyan fiiggvény (term), melyre n-u- f =
=f-(f-(..(f-u)...)), ahol f-et n-szer alkalmazzuk u-ra. A nulla
nem mas, mint K, a rdkovetkez6, 6szeadas, szorzas stb. definidlhato.

10. Feladat (Rékovetkezs). A szintaxzisban megadhatd egy suc term,
melyresuc-n-z-s=s-(n-z-s) minden n, z, s-re.

11. Feladat (Osszeadds). A szintazisban megadhaté egy P term, mely-
reP-a-b-z-s=a-(b-z-s)-s.

12. Feladat (Fixpont kombindtor). A szintaxisban megadhatd egy Y
term, melyre Y - f = f- (Y- f).

Ennek segitségével tetszdleges rekurziv fliggvény implementalhato.

13. Feladat (Fixpont kombindtor hasznélata). Az dsszeadds megad-
haté a fizpont kombindtort haszndlva.

14. Gondolkodnivalé (Extenzionalitds). Adjuk meg az 1 természetes
ti-u-f = f-u, de tg # t1. Hogyan bizonyitjuk, hogy két term mem
eqyenld ?

15. Gondolkodnivalé (Egyenléségének eldonthetetlensége). Feltéte-
lezve, hogy a metaelméletiink konstruktiv (pl. Martin-Lof tipuselmélet),
a kombindtor-kalkulus szintaxisdban az eqyenldség eldonthetetlen. Tehdt
nem igaz, hogy barmely to, t1 termekre tg = t1 vagy tg # t1. Ezt dgy
tudjuk beldtni, hogy megadjuk a metaelméletink egy modelljét, amiben
eldonthetd (ez konnyd, tetszbleges klasszikus modell megfelel), és meg-
adjuk egy modelljét, melyben ez az dllitas hamis (ez mdr érdekesebb).

16. Feladat. Tetszdleges két kombindtor-algebrdnak képezhetd a szor-
zat algebrdja, ahol a termek halmaza a két halmaz Descartes-szorzata
(meg kell mutatnunk, hogy a termek Descartes-szorzatdin megadhatd egy
kombindtor-algebra).

17. Feladat. Mutassuk meg, hogy van olyan kombindtor szintaktikus
termek kozotti eqgyenldség, amely teljestil bizonyos kombindtor-algebrdban,
de nem a szintaxisban.

18. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy egyenldség teljesil az dsszes
kombindtor-algebraban, akkor a szintaxisban is!



19. Jelolés (Figgvény-applikdcid). Ha van egy f : A — B figg-
vényiink és hozzd eqy a : A bemenetink, a fliggvény alkalmazdsdt a
bemenetre a matematikdban legtobbszor f(a) mddon jeloljik. Ebben a
jegyzetben a funkciondlis programozdsban szokdsos médon ehelyett f a-t
irunk.

(Eddig csak infix fliggvényeink voltak, példdul —-—, ezért nem kellett
az applikaciorodl kiilon beszélni. Ne tévessze meg az olvasét, hogy most
mar két kiilonbo6z6 applikdciérdl is beszélink: a metanyelvi (metaelmé-
leti) applikdciét egyszeriien egymés mellé irdssal jeloljik, a targynyelvi
(kombinator-kalkulusbeli) applikdciét — - —-tal.)

Néhany tovabbi, jol ismert algebrai elmélet : egységelemes félcsoport
(angolul monoid), csoport, gytir, tetszoleges test feletti vektortér. Na-
gyon sok algebrai elmélet van: annyi, ahanyféle miivelet és egyenlGség
adhaté meg. Egy algebrai elméletet a szignatdm’jaﬂ hataroz meg: szig-
natiura az operatorok aritdsat és az egyenléségek oldalait tartalmazza.
Egy egyszeri definicié ezekre a kévetkezo.

20. Definicié (Algebra szignattra). A szignatira eqyrészt eqy v : N —
N figgvénybol dll, ahol vn megadja, hogy hdany darab n-paraméteres
muwveletiink van. Mdsrészt tekintsik az aldbbi szintazist, amelynek se-
gitségével az egyenldségek két oldaldt fogjuk elkédolni.

tm : Set
var : N — tm
op :(n:N)=>7m—tm—tm—...—otm

n darab

Itt az i az i-elemd halmazt jeléli. Ez egy olyan algebrai elmélet, mely-
ben nincsenek egyenldségek. Végtelen sok nulldris operdtor van (min-
den természetes szamhoz egy), ezek felelnek meg a vdltozéknak, melyek
az egyenldségekben szerepelnek. vn darab n-dris miweletink van. A v
fligguényen tul a szignatira tm-pdrok egy halmazdt tartalmazza.

Példaul félcsoport szignatturdjiban v 2 = 1 és minden n # 2-revn =
= 0; a kombinator-kalkulus szignaturajaban » 0 = 2, v 2 = 1, és minden
egyéb n-re vn = 0. A félcsoport szignatiurdjaban egy egyenl6ség van,

L A szignattiraba beleértjiik az egyenléségeket is, mert az dltalanositott algebrai
elméleteknél fejezet) a miiveletek és az egyenléségek nem valaszthatok el:
lesznek olyan miiveleteink, melyek aritdsa csak bizonyos egyenl6ségek megléte
miatt értelmes.



melyet a kovetkezd par hatdroz meg (01-¢l jeloljik az egyelemil halmaz
egyetlen elemét):

(op 20y (op20; (var0) (var 1)) (var2),
op20; (var0) (op20; (var1) (var 2)))

A kombinator-kalkulus szignaturajaban két egyenléség van, a K3 egyen-
18séget az aldbbi par kddolja (a kételemii halmaz elemeit Os-vel és 15-vel
jeloljiik):

(op 201 (op20; (op002) (var0)) (var1), var O)
Az S egyenl6séget az alabbi par kddolja:
(op 201 (op20; (0p20; (0p013) (var0)) (var1)) (var2),
op20; (op20; (var0) (var2)) (op20q (var1) (var 2)))

21. Feladat. Kdédoljuk el a csoport szignaturdjat a fenti modon!

22. Feladat. Adjunk meg olyan algebrai elméletet, amelynek csak tri-
vidlis algebrdja van!

23. Feladat. Adjuk meg az algebra-fogalmat tetszdleges szignatirdra!

24. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden algebrai elméletnek van tri-
vidlis algebrdja!

25. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden algebrai elméletben tetszd-
leges két algebrdnak van szorzat-algebrdja!

26. Megjegyzés. Az[J fejezetben megadjuk egy szebb leirdsdt az al-
gebrai elméleteknek.

Az algebra homomorfizmus egy fiiggvény a két algebra alaphalmaza
kozott, mely megtartja a miiveleteket. Példaul A és B félcsoportok
kozott ez egy f: Cq4 — Cp fiiggvény, melyre teljesil, hogy f(x-4y) =
= fz-pfy minden x, y-ra. Hasonloképp, A és B kombinator-algebrakra
ez egy f: Tmy — Tmp figgvény, melyre f(x-ay) = fz g fy, és
fKA = KB és fSA = SB.

27. Gondolkodnivalé. Minden algebrai elmélethez megadhaté a ho-
momorfizmus fogalom. A homomorfizmusok kompondlhatdk, és az iden-
titds figgvény mindig homomorfizmus.



28. Definicié (Szintaxis). A szintazis az inicidlis algebra: ez azt je-
lenti, hogy minden mds algebraba pontosan egy homomorfizmus megy a
szintaxisbol.

29. Feladat. Mutassuk meg, hogy a szintaxis egyértelmi: bdarmely két
inicidlis algebra kozott van egy izomorfizmus (oda-vissza homomorfiz-
musok, melyek kompozicidi identitdsok).

30. Feladat. Mutassuk meg, hogy a félcsoportok szintazisa az tires
halmaz!

31. Feladat. Mutassuk meg, hogy a6 definiciéban megadott algebra
valdban a kombindtor-kalkulus szintaxisa!

A szintaxisbél egy adott algebraba mené homomorfizmust kiértéke-
lésnek (interpretécionak) nevezziik.

32. Gondolkodnivalé (Uzemanyag szemantika).

A kombindtor-normdlformdk ilyen alaki termek: K, K-n, S, S'n, S-n-n’,
ahol n és n' normdlformdk. Meqg szeretnénk adni eqy fliggvényt, ami
szintaktikus kombindtor termekrol veliik egyenlé normdiformdkra képez.
Ez a fiigguény parcidlis lesz, hiszen példdul a fixpont-kombindtor nem
egyenld semmilyen normdlformdval. (Ezt hogyan bizonyitjuk?) Mds-
részt az nem eldonthetd, hogy egy termnek van-e normdlformdja (Rice
tétele). Emiatt eqy olyan szemantikdt tudunk megadni, ahol izemanyag
(eqy természetes szdm) mennyiségl 1épést hajthatunk létre, és azt ad-
juk meg, hogy ennyi lépésben megkapjuk-e a normdlformdt. Minden, a
szintaxison megadott fligguénynek meg kell tartania az egyenléségeket,
ezért a végeredményt faktorizalni kell a teljes reldcioval.

33. Gondolkodnivalé. Mutassuk meg, hogy a fixrpont-kombindtornak
nincs normdlformdja!

34. Gondolkodnivalé. Minden algebrai elméletnek van szintaxisa.

Az induktivan megadott halmazok egyenléségek nélkiili algebrai el-
méletek szintaxisai: példaul a Peano természetes szamokat az alabbi
algebrai elmélet adja meg: N : Set, zero : N,;suc: N — N.

Egy adott algebrai elmélet tobbféleképpen is prezentalhaté. Példaul
a kombindtor-kalkulushoz hozzdvehetjiik az | miiveletet (lasd a E fel-
adatot), és ezzel egy vele izomorf algebrai elméletet kapunk, melynek
modelljei egy az egyben megfeleltetheték a kombinator-algebraknak.
Vagy a félcsoportokhoz hozzévehetiink egy ternaris miiveletet és egy



egyenlGséget, mely kimondja, hogy a ternaris miivelet egyenl6 a bindris
miivelet kétszeri alkalmazésdval. Altaldnossdgban nehéz kérdés, hogy
van-e egyszeriibb prezentaciéja egy adott algebrai elméletnek, és néha
nem vilagos, hogy melyik a , jobb” prezentacié.

A testek nem adhaték meg kozvetleniil a szokdsos mddon algeb-
rai elméletként, mert az osztds csak a nem-nulla elemekre miikodik,
de a fenti definicié szerint minden miiveletnek miikddnie kell a teljes
alaphalmazra. Ez azonban még nem jelenti azt, hogy nincs valamilyen
okosabb, izomorf megadasa a testeknek. Ilyen azonban nincs.

35. Gondolkodnivalé. A testek mem adhatok meg algebrai elmélet-
ként, mert tetszdleges algebrai elméletre vannak szorzat-algebrdk, és van
2-elemi test és van 3-elemi test, de nincsen 6-elemi test.

2. Elsorendi altalanositott algebrai elméle-
tek

Ebben a fejezetben megadjuk a tipusos kombinator-kalkulust. En-
nek a természetes prezentacidja mar nem egyszeri algebrai elmélet, ha-
nem &ltaldnositott algebrai elmélet (generalised algebraic theory, GAT).

Egy altalanositott algebrai elméletnek az algebrdjaban nem csak
egy alaphalmaz, hanem az alaphalmaz feletti indexelt csalad is van.
Egy tipusos kombinator-algebraban van a tipusoknak egy alaphalma-
za, és minden tipushoz tartozik egy kiilon halmaz, mely az olyan tipu-
su termek halmaza. A tipusokat dokumentaciénak is gondolhatjuk: a
kombinator-kalkulus ezen leirasa intuitivabb, hiszen a tipusok elmond-
jék, hogy valdjaban mit csindl a K és az S kombinator.

36. Definicié (Tipusos kombindtor-algebra).

Ty : Set

Tm : Ty — Set

L : Ty

= - Ty—=Ty—=Ty

- :Tm(A=B)—-TmA—TmB (balra zardjelezédik)
K :Tm(A= B = A)

S :Tm((A=B=C)=(A=B)=A=0)

Kg Kou-f=u



S S fgru=fu(gu

A - - - applikdcio miveletnek van két implicit paramétere, ezek az A
és a B. Az applikdcié explicit leirdsa a kévetkezd lenne:

(A:Ty) = (B:Ty) > Tm(A=B)—>TmA— TmB

Nem akarjuk mindig kifrni az A-t és a B-t, ezért ezeket implicit moédon
mindig odaértjik. Az értékiik dltalaban kikovetkeztetheté a mdsik két
paraméterbdl. Hasonléan, a K miduveletnek két, az S miveletnek hdrom
implicit Ty-paramétere van. Az eqyenldségeknél is odaértjik az implicit
Ty /Tm-paramétereket.

Az ilyen, altalanositott algebrai elméletekre is igaz minden, amit a
kozonséges algebrai elméletekrol elmondtunk:

— Megadhaté a szignaturdjuk (lasd a |4l fejezetben).

— Minden szignatiurdhoz megadhatdk a kovetkezé fogalmak: algeb-
ra/modell, homomorfizmus.

— Minden altalanositott algebrai elméletnek van szintaxisa.
— Algebraknak van Descartes-szorzata, van trividlis algebra.

37. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden tipus nélkili kombindtor-
algebra megad egqy tipusos kombindtor-algebrdat! A mdsik irdny miért
nem teljestil ?

38. Gondolkodnivalé. Mutassuk meg, hogy minden tipusos kombind-
tor termnek van normdlformdja! (A normdlformdk ugyanazok, mint a
tipus nélkili esetben; Tait logikai predikdatumok mddszerét kell haszndlni
a bizonyitdsra.)

Megadunk néhany tovabbi altaldnositott algebrai elméletet.
39. Definicié (Graf).

V : Set
E:V—=>V > Set

A grafban cstcsok (vertex) és élek (edge) vannak.
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40. Definicié (El6rendezés (preorder)).

Ob  :Set
Mor :Ob — Ob — Set
—o—-:MorJI — MorK J — MorK I
id :MorII
irr  (fg:MorJI)— f=g
A preorder egy tranzitiv és reflexiv egyszerii graf.
41. Definicié (Kategoria).
Ob  :Set

Mor :Ob — Ob — Set
—o—-:MorJI - MorKJ— MorK I

id :MorII

ass :(fog)oh=fo(goh)
idl cidof=f

idr  :foid=f

A kategéria egy tranzitiv és reflexiv graf, melyben az élek kompo-
zicidja asszociativ, és a reflexiv élekkel valé kompozicié az identitas.

42. Feladat. Minden egységelemes félcsoport megad egy kategoridt (ahol
eqy darab objektum van).

43. Feladat. Adjuk meg a grif-, preorder- és kategoria-homomorfizmus
fogalmat! Utobbit funktornak szokds nevezni.

s

mok halmazok, a morfizmusok fiigguények az adott halmazok kozitt.

45. Megjegyzés. Az egyenldségek nélkili dltaldnositott algebrai el-
méletek induktiv-induktiv tipusoknak felelnek meg. Ha egyenléségeket
is tartalmaznak, ezeket kvdciens induktiv-induktiv tipusoknak nevezziik
[10]. Az dltaldnositott algebrai elméleteket elészor Cartmell irta le [5].

3. Masodrendi algebrai elméletek

Ebben a fejezetben masodrendii algebrai elméleteket (second-order
algebraic theory, SOAT) vizsgélunk.
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A legtobb nyelvben vannak valtozok, vagy mas néven kotéssel ren-
delkez6 operatorok. Példaul az f; m% dz kifejezésben az integralds [ —d—
operator koti az x valtozdét az gﬂ% kifejezésben, ez utébbit nevezziik a
kotés hataskorének. Ez a kifejezés megegyezik az fab y%dy kifejezés-
sel, hiszen a kotott valtozd neve nem szamit, az csak egy mutatd a
kotés helyére. Hasonléan, a Z;lc():l x? kifejezésben a > a kétd ope-
rator, a kotott valtozé az x, a kotés hatéskore az x2 kifejezés. Az
int f(int i) { return(i+1); } kifejezésben a fliggvénydefinicié a
kot6 operator, a kotott név az i, a kotés hataskore a kapcesos zardjelek
({ és }) kozotti rész.

46. Jelolés (Névnélkili fiiggvény). A ,plusz eqy” N — N fiigguényt
megadhatjuk az aldbbi két, ekvivalens modon : pluszegy n := n+1 illetve
An.n+1. Utébbinak eldnye, hogy nem kell nevet adnunk a figguénynek.

Az integralds operator példdul a kovetkezé halmazban van (ahol
a,b:R): f; : (R = R) — R. A fenti példa kifejezést az aldbbi médon
irhatjuk: fj ()\x.%), erre a szokdsos jelolés a fenti, ahol Az. helyett a
kifejezés végére irunk dx-et. Hasonl6an, az 6sszegzés operator precizen
példdul mint >> : N = N — (N = N) — N adhaté meg, és a fenti
kifejezés > 110 (Az.2?)-et jelent.

A legegyszeriibb, kotésekkel rendelkezé nyelv a lambda-kalkulus,
amely a tipus nélkiili kombinator-kalkulushoz hasonléan Turing-teljes.
Egy kot6 operator van, a lam : (Tm — Tm) — Tm, példaul az identitds
fiiggvényt a kovetkez&képp adjuk meg: lam (Az.x). Ne tévessze meg az
olvasét a két kiillonbozé ,lambda”: a A a metanyelvi (metaelméleti)
lambda, hiszen a metanyelviinkben is tudunk fiiggvényeket megadni,
mig a lam a targynyelvi lambda.

47. Definicié (Lambda-kalkulus). Egy mdsodrendd lambda-kalkulus
modell (algebra) a kévetkezd komponensekbdl dll.

Tm : Set
——=:Tm—=Tm—=Tm
lam :(Tm —Tm) — Tm
I} lamfu= fu
A lambda-kalkulus hasonlé a kombinator-kalkulushoz, de a K és S

helyett csak egy operatorunk van, a lam, és ennek megfeleléen csak
egy szamitasi szabdlyuk van. A lam azonban egy méasodrendii operator,
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hiszen a bemenete egy fiiggvény. Ilyen masodrendil operatorok nem sze-
repelhetnek algebrai elméletekben, a definiciéval nem fejezhetdk Kki.
A szamitasi szabdly azt fejezi ki, hogy egy lam-mal megadott fiiggvény
targynyelvi applikdciéja ugyanaz, mint a metanyelvi applikacié.

Egy masodrendii lambda-kalkulus modellbél készithet6 egy kombinator-
algebra a kovetkezdképp.

Tm :=Tm

fru==fu

K :=lam (Aulam (Af.u))

S :=lam ()\f.lam (Aglam (Au.f-u-(g- u))))

Az egyenlGségek is teljesiilnek:
KB:K-u-f = (K definicidja)

<(bm(Aubm(Aﬁu»)~u)~f(5)

(()\u lam (A f. u)) ) -f = (metanyelvi fiiggvényalkalmazas)
(bm ) - f = (8)

(Af.u) = (metanyelvi fliggvényalkalmazas)
u

48. Feladat. Mutassuk meg, hogy a fent megadott modellben az SpB
szabaly is teljestil!

49. Jelolés (Levezetési szabdlyok). A lambda-kalkulus operdtorainak
a megadasdra egy alternativ jelolés levezetési szabalyokkal torténik. Az
elsdrendt figguénytér konkluzidja helyett vizszintes vonalat irunk, a be-
meneteket dsszegyljtik (uncurry-zzik), a mdsodrendd figguénytér he-
lyett & (turnstyle) szimbdlumot.

f:Tm w:Tm r:ITmE f:Tm z:TmbE f:Tm w:Tm
fru:Tm lamz.f : Tm B:(lamz. f)-u= flx — u]

A wvizszintes vonal feletti komponensek a bemenetek, az alatta levd rész
a kimenet. Az elsé szabdalyt példdaul a kévetkezbképp olvassuk: ha [ és
u termek, akkor f-w is term. A levezetési fds jelolésben a mdsodrendd

13



fiigguénytér (=) haszndlata esetén nevet adunk a mdsodrendd paramé-
ternek, fent erre x-et haszndltunk. A vdlasztott név megjelenik a konk-
lizidban is. A metanyelvi applikicidt fu helyett flx — ul-val jeldljiik,
amit dgy olvasunk, hogy f-ben az x értékét u-val helyettesitjik. A nevek
nem szamitanak, hiszen az x : Tm = f : Tm ugyanazt jelenti, mint hogy
hogy B : lamy. f -u = fly — u], a mdsodik szabdly helyett irhattunk
volna az alabbit is:
y:TmbE f:Tm
lamy.f: Tm

Ha csak egy szortunk van, akkor a sok : Tm-et nem szoktuk kiirni,
hanem az aldbbi, tomdérebb maodon is megadhatjuk a szabdlyokat.

f u zh f xkH f u
fru lamz. f B:(lama.f)-u= flr — u]

A levezetési szabéalyos jelolés egyik elénye, hogy nem kell A\-kat ir-
ni a koté operdtorok szamitasi szabalyainal, hatranya, hogy minden
kotésnél meg kell adni egy nevet. Egy masik elény, hogy kikényszeriti
a masodrend(iséget, vagyis harmadrend{i miiveletek (példdul ((Tm —
Tm) — Tm) — Tm) nem adhaték meg, mert a F bal oldaldn nem
szerepelhet fiiggvény, vizszintes vonal vagy .

A levezetési szabalyok kozott nincsenek véltozdkra vonatkozdak,
mint példaul az aldbbi.

z:TmEFz:Tm

Ez a szabdly a méasodrendii algebrai leirasban egyszeriien a Tm — Tm
identitas fliggvény lenne. Az ilyen és ehhez hasonlé szabalyokat imp-
licit médon beleértjiik a levezetési szabélyos leirdsba, hiszen az ilyen
szabalyok formaélis valtozata a mésodrendii fiiggvényekkel megadott. A
levezetési szabalyos véaltozatot azért hasznéljuk, mert a programozasi
nyelvek és bizonyitaselméleti nyelvek ilyen jelolést szoktak hasznalni.
Maésodrendii algebrai elméleteknél nincs értelmes homomorfizmus-
fogalom, példaul hogyan mondanank ki azt, hogy egy f: Tmyg — Tmp
fiiggvény megdrzi a lam operdtort ? Azt szeretnénk, hogy f (lamag) =
= lamp (f o go?), de nem tudunk a ? helyére mit irni, hiszen Tmp —
Tm 4-ban nincs fliggvénytnk (o a szokédsos fliggvénykompozicié). Ha
f izomorfizmus, tehat egy olyan homomofizmus, melynek van inverze,
akkor ez miikodik, de az egy nagyon megszoritott helyzet, ha csak izo-
morfizmusaink vannak. Ugyanez a probléma a szintaxis megadasanal.
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Emiatt a kovetkez6 moédszer [4] miikodik a homomorfizmus-fogalomra,
illetve a szintaxisra: a masodrendii elméletet leforditjuk els6rendiire,
és ott tekintjiik ezeket a fogalmakat. A forditds alapotlete, hogy beve-
zetjitk a kornyezetek és a helyettesitések szortjat, és minden operatort
és egyenléséget ezekkel is indexeliink. A kornyezetek gyiijtik Gssze a
masodrendii paramétereket. Ha van egy masodrend{i modelliink, abbdl
mindig képezhet6 egy modellje a megfelel6 elsérendii elméletnek. En-
nél részletesebben ezt itt nem fejtjik ki, az érdekléd6k utananézhetnek
[, [14].

50. Megjegyzés. A legtobb programozdsi nyelvekrdl szolé tankényv
nem mdsodrendi nyelvként, hanem elsérendid nyelvként adja meg a
nyelveket, tehdt lényegileg kézvetleniil a mdsodrendd — elsérendid for-
ditds eredményét adjik meg. S6t, legtobbszor még ennél is alacsonyabb
szinten, tipusozatlan pretermekként adjik meg a szintaxist — nem wvi-
lagos azonban, hogy az dltalunk haszndlt magas szinten tdrgyalhato-e
minden fontos tulajdonsdiga a programozdsi nyelveknek. A kovetkezd
tankonyveket javasoljuk az érdekléddéknek [8, (15, (12, (13, [11)]. Bizonyos
nyelvekben a vdltozok haszndlatdra korldtozdsok vannak : példdul egy vdl-
tozé mazimum egyszer vagy pontosan egyszer haszndlhato fel: ezeket
szubstrukturalis nyelveknek nevezziik. Ilyenek példdul a linedris logika
[6], linedris tipusrendszer [2], moddlis tipuselméletek [1]. Ilyen nyelve-
ket nem tdrgyalunk ebben a jegyzetben, a mdsodrendi algebrai leirdshoz
tovdbbi kiegészitésekre lenne sziikség.

A nyelv fogalma illetve a szintaxis hasznalata (a szintaxisban val6
programozas) azonban teljesen j6l mitkodik masodrendben is, ezt fogjuk
itt illusztrdlni. A programozéds gy miikodik, hogy feltételeziink egy
masorend modellt, és ennek a komponenseit hasznaljuk.

Példaul (feltételezve egy tetszbleges masodrendii lambda-kalkulus
modellt, és annak komponenseit ,levezetési szabalyok” jeloléssel hasz-
nalva) az Y-kombindtor a kovetkez&képp adhaté meg.

Y:=lamf.(lamz.f - (z-2)) - (lamz.f - (z - 2))

Megmutatjuk, hogy ez egy fixpont-kombinator:

Y-f = (Y definicidja)
(Iam f(lamz.f - (z-z))- (lamz.f - (z- a:))) =)
(lamz.f - (z-2)) - (lamz.f - (z - 2)) =(p)
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i ((|am vf(z-x) (lama.f-(z- 9:))) — (Y definicitja)
f-(Y-0)
Feltételezve, hogy vannak isZero : Tm — Tm, kivonds — — — : Tm —
Tm — Tm, logikai elagazas if ~then—else— miiveleteink és szamliterdlja-
ink (ezek mind definidlhaték, csakigy mint a tipus nélkiili kombindtor-

kalkulus esetén), szeretnénk megadni egy fac termet, mely a faktoridlis
fuggvényt implementélja, vagyis az aldbbi egyenl6ség igaz ra:

fac-n =ifisZeronthenlelsefac- (n — 1)

Eloszor is megadunk egy f termet, amely a rekurziv hivas strukturajat
adja meg.

f:=lamr.lamn.ifisZeronthenlelser - (n — 1)

Ennek segitségével a faktorialis fiiggvény a kdvetkezo.

fac:=Y-f
Es ez a definici6 teljesiti a fenti egyenl8séget:
fac-n = (fac definicidja)
Y -f-n = (Y fixpont-kombinator)
f-(Y-f)-n = (f definici6ja)

(lamr.lamn.if isZeronthenlelser - (n—1)) - (Y -f) - n
= (8 kétszer)
ifisZeronthenlelseY - f - (n —1) = (fac definicidja)
if isZeronthen lelsefac- (n — 1)
51. Megjegyzés. A lambda-kalkulus (elsérendd) szintaxisa nem tel-

jesen izomorf a kombindtor-kalkulus szintaxisdval, de ha mindkettéhoz
hozzdvesziink néhdny ujabb egyenldséget, akkor mdr izomorfak lesznek

1.

4. Masodrendii altalanositott algebrai elmé-
letek

A legtobb nyelv tartalmaz valtozdkat, ezért a megadasdhoz masod-
rendii algebrai elméletre van sziikségiink. A legtobb nyelvben van vala-
milyen tipus-fogalom, ezért dltalanositott algebrai elméletre van sziik-
ségilink. Ebben a fejezetben ezt a két dltaldanositast kombinalva leirunk
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néhany alapveto logikai és programozasi nyelvet masodrendii altalano-
sitott algebrai elméletként (second-order generalised algebraic theory,
SOGAT).

Az alabbiakban megadjuk a minimadlis elsérend{i intuicionista lo-
gika nyelvét természetes levezetéses bizonyitdselmélettel. A ,minimé-
lis” azt jelenti, hogy csak implikacionk, univerzalis kvantorunk van, és
egy relacionk, az egyenl6ség. Az egyszerliség kedvéért a bizonyitasok
szerkezetével nem foglalkozunk, ezt az az egyenléség fejezi ki, amely
azt mondja, hogy tetszOleges két bizonyitas egyenlé. Emiatt a bizonyi-
tasokra vonatkozo hipotéziseknek nem adunk nevet, tehat nem irunk
kett&spontot és elé nem irunk nevet (sem a F el6tt, sem a feltételekben
és a konkluzidkban).

52. Definicié (Minimélis intuicionista logika).

A : For B:For z:TmkE A: For

For : Set Tm : Set A D B : For Va.A : For
t:Tm t':Tm _A:For p:PfA  q:PfA
Eqtt' : For Pf A : Set P=q
PfA-PfB Pf(ADB) PfA
Pf(A > B) PfB
z:Tmb-PfA  Pf(ve.Ad)  ¢:Tm t:Tm Pf(Eqtt’)
P (Vz.A) Pf(Alz — £)) Pf(Eqt?) t=t

Példaként bebizonyitjuk, hogy (A D B D C) D (B D A D C)
minden A, B, C allitasra. A leveleknél valtozdk vannak.

IFPf(ADB>C) TFPfA
TC+-Pf(BDC) T+ PfB
Pf(ADBDC), PfBPfAF PfC
=T
PF(ADBDC),PfBFPf(ADC)
PfF(ADBDOC)FPf(BDADCQ)
PF((ADBD>C)D>(BD>ADC(C))

53. Feladat. Adjuk meg az intuicionista logika mdsodrendd standard
modelljét (Tarski-szemantikdjdat)! A formuldk (metanyelvi) dllitasokkal,
a termek valamilyen posztuldlt halmazzal, a bizonyitasok metanyelvi bi-
zonyitdsokkal vannak modellezve.
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54. Feladat. Egészitsiik ki a nyelvet dltaldnos reldcio- és termszimbo-
lumokkal, melyeket egy elsérendi szignatirdabol veszink!

55. Feladat. Egészitsik ki a nyelvet a logikai konjunkcio, diszjunkcid,
tagadds, igaz, hamis és egzisztencialis kvantor szabdlyaival!

56. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha az igy kiegészitett nyelvhez hozzd-
vessziik az aldbbi szabalyt, akkor a formuldk Heyting-algebrdt alkotnak!
Pf(A D B) Pf(B D> A)

A=B

57. Feladat. Vezessiik le tetszbleges A-ra, hogy Pf (-—(AV —A))!

58. Feladat. Mutassuk meg, hogy akkor és csak akkor vezethetd le
minden A-ra Pf(AV =A), ha minden A-ra Pf (-—=A D A) levezethetd!

59. Feladat. Tegyiik az el6zd feladat nyelvét klasszikussd: adjuk hozzd
a kizdrt harmadik elvét, tehdt az

Pf (A V ﬁA)

szabalyt! Mutassuk meg, hogy ha a klasszikus nyelvhez hozzdvesszik az
aldbbi szabdlyt, akkor a formuldk Boole-algebrdt alkotnak!
Pf(A D> B) Pf(B D> A)
A=B

A kovetkezd nyelvet egyszerii tipuselméletnek is szokas nevezni.

60. Definicié (Egyszerii tipusos lambda-kalkulus).

A:Ty A:Ty B: Ty
Ty : Set Tm A : Set t: Ty A= DB:Ty
z:TmAFb:TmB  f:Tm(A=B) a:TmA
lamz.b: Tm (A= B) f-a:TmB
f:Tm(A= B)
=p: (lamz.b) - a = t[z — d] =n:f=lamz.f-x

Az olyan nyelveknél, melyeknél ugyanez a két szort van, megadha-
tunk egy révidebb jelolést is. Egyszertien elhagyjuk a Ty-t és a Tm-et.
Egyértelmi, hogy adott esetben melyikrol van szd, mert a termeknek
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mindig oda van irva a tipusa. Ezenkiviil az egyenl6ségeknek nem adunk
nevet. Ezzel a sporolésabb jeloléssel ugyanez a kalkulus a kovetkezd.

A B z:AFb: B f:A=B a:A
v A= B lamz.b: A= B f-a:B
f:A=1B
(lamz.b) - a = t[z — a) f=lamz.f-x

Megadjuk az egyszeri tipuselméletet algebrai jeloléssel is.

Ty : Set
Tm : Ty — Set
L : Ty

—=>-:Ty=Ty—=Ty

lam  :(TmA—TmB) - Tm(A= B)
——= :Tm(A=B)—-TmA—TmB
=p :lamb-a=ba

=n f=lamAx.f-x

61. Jelolés. Az utolso négy sort még révidebben is meg tudjuk adni, a
fentivel megegyezdt jelent az aldabbi jelélés.

Ty : Set
Tm : Ty — Set
L : Ty

-=> - Ty=Ty—=Ty

lam  :(TmMA—->TmB)~Tm(A=B): —- -
Azt mondjuk, hogy a (TmA — TmB) és a Tm(A = B) halmazok
ekvivalensek. Az ekvivalencia két oldaldra irjuk az operdtorokat, amelyek
a két oldal kézott képeznek. Altaldnossigban egy ekvivalencia (f : X ~
~Y :g) a kovetkezdt roviditi:

(f: X=>Y)x(g:Y = X)x

(z:X)=g(fa)=2)x ((y:Y) = flgy) =v)
62. Feladat. Adjuk meg az egyszeri tipusos lambda-kalkulus standard

modelljét! A tipusok metanyelvi halmazokkal (metanyelvi tipusokkal), a
termek ezek elemeivel vannak modellezve.
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A kovetkezd nyelvnél is a spérolés jelolést hasznaljuk.

63. Definicié (Godel-féle System T).

Ty : Set

Tm : Ty — Set

= - Ty—=Ty—=Ty

lam  :(MTmA—-TmB)~Tm(A=B): - -

Nat : Ty
zero : Tm Nat
suc : TmNat — Tm Nat

rec :TmA— (TmNat - TmA — TmA) - TmNat - TmA
Nat3; :reczszero =z

Nat8; :reczs(sucn)=sn(reczsn)

A rec operatort leirjuk a levezetési szabalyos jeloléssel is: ez azért
érdekes, mert a rec a masodik paraméterében két valtozot is kot, ezeket
ilyenkor vesszével elvélasztva soroljuk fel, a kotott valtozdk nevét pedig
az operator jelolésekor ponttal valasztjuk el:

z: A i:Nat,a: AFs: A n : Nat
recz (i.a.s)n: A

A szdmitéasi szabdlyok a levezetési szabalyos jeloléssel a kovetkezék.

recz (i.a.s)zero =z recz(i.a.s) (sucn) = s[i — n,a — recz (i.a.s) n]

A suc-ra vonatkozé szamitdsi szabdlydban (Natfs) parhuzamosan he-
lyettesitjiik az i és az a valtozok értékét. Algebrai jeloléssel explicit
valtozonevekkel ez a kovetkezének felel meg.

recz (Ma.sia)(sucn) = sn(reczsn)

A természetes szamok beagyazhatok System T-be: megadunk egy
T-7: N — TmNat fiigvényt, mely n-hez suc™ zero-t rendeli, példaul
737 = suc(suc(suczero)). Egy f : N — N fiiggvény definidlhaté Sys-
tem T-ben, ha létezik olyan ¢ : Tm (Nat — Nat), melyre minden n-re
l_f n7 =t- l_nj-

64. Feladat. Az dsszeadds, szorzds, hatvdnyozds és az Ackermann-
figgvény definidlhato System T-ben.
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65. Feladat. Van olyan figgvény, mely nem definidlhaté System T-
ben.

66. Feladat. Adjuk meg a System T standard modelljét!

67. Feladat. Adjuk meg a pred : Nat = Nat fiiggvényt, melyre teljesil,
hogy pred (sucn) = n minden n : Nat-ra/

68. Gondolkodnivalé. Ha rekurzio helyett csak iterdcio van, vagyis
az s paraméter nem kapja meg az i : Nat-ot, akkor is megadhato a
pred fiigguény, de az egyenléség nem teljesil minden n : Nat-ra, csak az
n = suc” zero alakiakra.

A kovetkez6 nyelv ismét Turing-teljes, csakigy, mint a tipus nélkili
kombinator /lambda-kalkulus, de vannak benne tipusok. Lényegileg a
System T kiegészitése egy fixpont-kombinatorral, de nincs 7-szabaly
a fiiggvényekre. Es mivel van fixpont-kombindtor, ezért nincs sziikség
rekurzorra a természetes szamokhoz, elég egy ifZero C-stilusu if-then-
else elagazas.

69. Definicié (PCF). Két szortunk van, a tipusok és a tipusokkal in-
dexelt termek.

A B r:AFDbL:B f:A=B a:A
A= 1B lamz.b: A= B f-a:B
x:AFt: A
(lamz.b) - a = t[x — a fixz.t: A fixx.t = t[x — fix x.1]
L n : Nat b : Nat t: A f:A
Nat zero : Nat sucn : Nat ifZerobt f: A

ifZerozerot f =t ifZero (sucn)t f = f
Vegyiik észre, hogy a fliggvényekre nincs 7-szabalyunk.

70. Feladat. Az dsszeadds, szorzds, hatvanyozds és az Ackermann-
figgvény definidlhato PCF-ben.

71. Definicié (Osszeg és szorzat tipusok). Az egyszert tipusos lambda-
kalkulust az alabbi szabdlyokkal egészitjiik ki.

o b: L z:lkFa:A

1 exfalsob: A a = exfalsox
A B a: A b: B
A+ B inla: A+ B inrb: A+ B
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t:(A+ B) r:AFcy:C y:Bbec : C
caset (x.co) (y.c1) : C

case (inla) (z.co) (y.c1) = colz — a]  case(inrd) (z.co) (y.c1) = c1[y — b]

z:A+BkFt:C
t = case z (z.t[z — inlz]) (y.t[z — inry])

o - t: T
T tt: T t =1t
A B a:A b:B t:Ax B t:Ax B
AxB (a,0): Ax B fstt: A sndt: B
t:Ax B

fst (a,b) = a snd (a,b) = b t = (fstt,sndt)

72. Feladat. Adjuk meg a logikai értékek tipusdt a kovetkezoképp :
Bool := T + T! Mutassuk meg, hogy az aldbbi operdtorok és egyen-
[8ségek definidlhatoak!
b : Bool ag: A a;: A
true : Bool false : Bool itebagay : A

itetrueag a1 = ag itefalseaga; = a1

z:BoolFt: A
t = itex (t[z — true]) (¢[x — false])

73. Definicié (Izomorfizmus). A és B tipusok izomorfak, ha létezik
x:AFt:Béy:BFET: A term, melyekre tlx — t'] = y és
t'[y — t] = x. Ebben az esetben A = B-t frunk.

74. Feladat. Mutassuk, meg hogy a = reldcio reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv, valamint kongruencia a x-ra és a +-ra vontakozéan! (Tehdt
példdul A = A’-b6l kévetkezik A x B= A’ X B.)

75. Feladat. Mutassuk meg, hogy az dsszeg és szorzat tipusokkal ren-
delkezd nyelvben a = reldcidval a tipusok exponencidlis semiring-et (fél-
gylrd, rig) alkotnak!

76. Feladat. Adjuk meg a fenti nyelv standard modelljét!

Az alabbi nyelvben van egy generikus map fiiggvényiink, ami na-
gyon sok F' : Ty — Ty tipusfiiggvényre (a pozitiv tipusfiiggvényekre)
képes egy (TmA — TmB) — Tm(F A) — Tm (F B) fiiggvényt meg-
adni. A tipusfiiggvényekre megadjuk, hogy melyik pozitiv és melyik
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negativ. Péld4ul pozitiv az FF X = ((X + X) = Nat) = X, negativ az
FX =X = Nat, ésaz FF X = X = X se nem pozitiv, se nem negativ.
Pozitiv és negativ helyett szokds kovaridansat és kontravariansat mon-
dani. Ebben és az induktiv tipusok nyelvében Robert Harpert kovetjiik
[3].

77. Definicié (Generikus programozas). Az dsszeg és szorzat tipusok
nyelvét . definicid) kiegészitjik az alabbiakkal.

Pos : (Ty = Ty) — Set
Neg : (Ty — Ty) — Set
id” : Pos (AX.X)

const” (A :Ty) — Pos(\_.A)
constN (A : Ty) — Neg(X\_.A)

4P~ 1 PosF — PosG — Pos AX.FX + GX)
~ 4N~ NegF — NegG — Neg(AX.F X + G X)
~xP — 1 PosF — PosG — Pos AX.F X x G X)
~xN — :NegF — NegG — Neg(A\X.F X x GX)
~=P — :NegF — PosG — Pos \X.F X = G X)
=N PosF — NegG — Neg \X.F X = G X)

map” :PosF — (f: TmA = TmB) — Tm(FA) - Tm(F B)

map"  :NegF — (f:TmA — TmB) — Tm(F B) — Tm (F A)

A szamitdsi szabdlyok a kovetkezok, nem adunk nekik nevet.

map® id” fa =f-a

map” (const” A)  fu =u

mapN (constN A)  fu =u

map” (FP +F GP) f (inlu) = inl (map® FP fu)

map” (F? +F GP) f (inrv) = inr (map” G fo)

map" (FN 4N GN) f (inlu) = inl (mapN FN fu)

map" (FN +N GN) f (inrv) = inr (mapN GN fv)

map® (FP x” GP) f(u,v) = (map® FP fu,map” GF fv)
map™ (FN xN GNY f (u,v) = (map" FN fu, mapN GN fv)
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map” (FN =P GP) fg = lam Az.map” G* f (g - (mapN FN fx))
mapN (FP =N GN) g = lam Az.map" G f (g - (map” FF f z))

A map fiiggvény =P esetét a kovetkezd diagram illusztralja.

A FA—9% s GA
Jf mapN N f[ JmappFNf
B FB——— +GB

map” (FN=FGP) f g

Egy induktiv tipust egy szigorian pozitiv tipusfiiggvény hataroz

meg (14sd az induktiv tipusok inicidlis algebra szemantikdjat). Elgszor

is

map-pelniink kell a szigortan pozitiv tipusoperatorokon, majd meg-

adhatjuk az induktiv tipusokat, mint szigorian pozitiv tipusfiiggvények
legkisebb fixpontjat.

78. Definicié (Induktiv tipusok). Az dsszeg és szorzat tipusok nyelvét
. definicid) kiegészitjik az aldbbiakkal.

SPos : (Ty — Ty) — Set

: SPos (AX.X)
nst :(A:Ty)— SPos(A_.A)
+ - :SPosF — SPosG — SPos (A X.F X + G X)
X — :SPos F' — SPosG — SPos (A X.F X x G X)

-= - :(A:Ty) = SPos F' — SPos (A X.A = F X)
map :SPosF — (f: TmA—TmB) - Tm(F A) — Tm (F B)

: map id fa =f-a
const A) fu =u

)
F+@G) f(inrv) =inr(mapG fo)
x @), f(u,v) = (mapF fu,mapG fv)
:map (A=F) fg =lamXa.map F f (g - a)

Ind : SPosF — Ty
con  :(F:SPosF) = Tm (F (Ind F)) — Tm (Ind F)

ite

: (F:SPosF)(A: Ty) = (Tm(F A) - TmA) —» Tm(Ind F) —
TmA
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Ind :iteFAf(conFuz)=f (mapﬁ‘(iteF‘Af) m)

79. Feladat. A természetes szamokat a AX. T 4+ X tipusfiigguény segit-
ségével a Nat := Ind (const T +id) tipussal adjuk meg. Adjuk meg ehhdz
a zero és suc konstruktorokat, valamint az iterdtort és mutassuk meg,
hogy a szamitdsi szabdlyok teljesiilnek!

80. Feladat. Kodoljuk el a kévetkezd induktiv tipusokat: természetes
szamok listai, bindris fdk, hdromfelé dgazd fak, végtelenfelé dgazo fdk.

A koinduktiv tipusokat termindlis koalgebrdk adjik meg. Minden
szigorian pozitiv tipusfiiggvény meghatdroz egy koinduktiv tipust. A
kovetkezokben kiegészitjiik az induktiv tipusok nyelvét koinduktiv tipu-
sokkal is (igazabdl az induktiv tipusokra nincs szitkségiink, csak SPos-ra
és map-re).

81. Definicié ((Ko)induktiv tipusok). Az induktiv tipusok nyelvét .
definicic) kiegészitjik az aldbbiakkal.

Coind : SPosF — Ty

des : (F : SPosF) — Tm (Coind ') — Tm (F (Coind F))

gen : (F:SPosF)(A: Ty) = (TmA— Tm(FA)) > TmA —

Tm (Coind F)
Coindf :desF' (gen F A fa) = map F (gen FA f) (f a)
A koinduktiv tipusoknak destruktorai vannak, és generdtoruk. A

legalapvetSbb példa az A tipust elemeket tartalmazé végtelen lista (fo-
lyam, stream), melyet a AX.A x X tipusfiiggvény hatdroz meg.

82. Feladat. Adjuk meg a folyamokat koinduktiv tipusként, és adjuk
meg az [1,2,3,...] folyamot!

83. Feladat. Adjuk meg az olyan gépek koinduktiv tipusdt, melyekbe
be lehet irni egy (természetes) szamot, ki lehet dratni velik egy szamot,
és meg lehet nyomni rajtuk egy gombot! Ennek a tipusnak az eleme-
ként készitstink egy dsszeadd-gépet, mely a beirt szamokat 0sszeadja, az
osszeget kiirja, és a gomb megnyomdsdval nulldzza az 6sszeget.

A kovetkezd nyelvben vannak polimorf tipusok. Ezt dgy érjik el,
hogy vannak tipusvaltozok, tehat a + bal oldalan tipusok is szerepel-
hetnek. Példaul az identitas fliggvényt egyszert tipuselméletben kiilon-
kiillon meg kell adni az Osszes tipusra, példaul Nat = Nat, Bool =
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Bool stb., mig polimorf tipusként meg tudjuk adni az Osszes tipusra:
VA.A = A. A kévetkezd tipusrendszerben megkiilonboztetjiik a mo-
nomorf (MTy) és a polimorf tipusokat (Ty), és az univerzdlis kvantor
csak egy polimorf tipus elején szerepelhet. Az alaptipusok (példdul Nat)
monomorfak.

84. Definicié (Hindley—Milner-tipusrendszer).

MTy  :Set

Ty : Set

Tm : Ty — Set

- = - :MTy = MTy — MTy

v :(MTy —» Ty) —» Ty

i :MTy —» Ty

lam :(Tm(iA) - Tm(iB)) ~Tm (i (A= B))

Lam : ((A:MTy) = Tm(BA)) ~Tm(VB)

A Hindley—Milner-tipusrendszerben nincsenek induktiv és koinduk-

tiv tipusok, kézzel kell 6ket hozzdadni, csakigy mint egyszerii tipusel-
méletben. A szokédsos mddszer az, hogy minden tipusra van egy if-then-

else/case jellegli operatorunk, és van egy kozponti fixpontoperatorunk,
mint PCF-ben.

85. Feladat. FEgészitsik ki a Hindley—Milner-tipusrendszert fixpont-
operdtorral, egész szdmokkal (egész szamokat egy Z — Tm Int operdtor-
ral lehet bevezetni), melyekre van néhdny primitiv operdtor: dsszeadds,
szorzds, hatvdnyozds, és < dsszehasonlitds, mely C-stilusi logikai érté-
ket ad vissza.

86. Feladat. Mutassuk meg, hogy az igy megadott nyelven definidlhato
a faktoridlis, a Fibonacci- és az Ackermann-figguény!

87. Gondolkodnivalé. A Hindley—Milner-nyelvre megadhaté egy ti-
puskikovetkeztetd, mely tipusinformdcic nélkili pretermekbdl szintakti-
kus termeket készit.

A kévetkezd nyelvben a V mar barhol szerepelhet, nem csak a tipu-
sok legelején.
88. Definicié (System F). Két szortunk van, a tipusok és a tipusokkal
indexelt termek.

A B r:AFDbL:B f:A=DB a:A
A= 1B lamz.b: A= B f-a:B

26



f:A=10B

(lamz.b) - a = t[z — a] f=lamz.f-x
XA Xta:A f:vxA O
VX.A Lam X.a: VX.A feC:AX — C]

f:VX.A

(Lam X.a) e C' = a[X — C] f=LamX.feX
A System F révidebb megadasa:

Ty : Set

Tm : Ty — Set

= - :Ty=Ty—=Ty

lam  :(TmAFTmMB)~Tm(A=B): - —
v (TyETy) = Ty

Lam (X :TyFTm(AX))~Tm((VA): —e—

89. Gondolkodnivalé. System F-ben az dsszes induktiv és koinduktiv
tipus elkddolhatd (Church-kddolds). Példdul Bool :=VX.X — X — X.

System F-ben vannak polimorf fiiggvények, de nincsenek tipus szin-

tl fliggvények. Példaul a listak nem adhaték meg, ami egy tipusrol ti-
pusra képez6 fliggvény. A kovetkezd rendszer ezt kijavitja. A tipusokon
és a termeken tdl van egy djabb szortunk, a fajtak (Kind-ok) szortja,
a tipusok pedig indexelve vannak az & ,tipusukkal” (fajtdjukkal). A
x fajtaju tipusok a tulajdonképpeni tipusok, nekik lehetnek termei. A
* = * fajtaju tipusok a tipus-fiiggvények, melyek egy tulajdonképpeni

tipusbdl képeznek egy tulajdonképpeni tipusba.

90. Definicié (System F,,).

Kind  : Set

Ty : Kind — Set

- = - : Kind — Kind — Kind

LAM (TyK > TyL)~Ty(K=1L): - @ -

* : Kind

Tm : Ty x — Set

A4 (Ty K — Ty*) — Ty *

Lam (X :TyK)—>Tm(AX)~Tm(VA): -
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—= - Tyx = Tyx — Tyx
lam (TmMA—->TmB)~Tm(A=B): - -

A fajtak és tipusok a =-val ugy viselkednek, mint egyszerii tipus-
elméletben a tipusok és a termek. A System F,, érdekessége, hogy az
egyik szort felhaszndl egy operdtort (x-ot), tehat a szortok nem adhatok
meg az operatoroktdl elkiiloniilten.

A lista tipus a kovetkezoképp Church-kédolhato:

List : Ty (x = %)
List ;== LAMAMAVAB.B= (A= B=B)=10B

A Haskell bind operatoranak a kdvetkez6 a tipusa:
VAMNVYAMVYAB.(A=Me@eB)=MeA=MeB

A X-kat kihagyva és a V altal kotott tipusok fajtait odairva a kovetkezét
kapjuk:

V(M :x=%)V(A:%)V(B:x).(A=>MeB) =MeA=MeB

91. Feladat. Definidljuk a Church-kddolt lista tipus konstruktorait és
iterdtordt (fold operdtordt)!

92. Feladat. Adjuk meg a Church-kédolt lista tipus return és bind
operdtorait és vizsgdaljuk meg, hogy teljesitik-e a mondd torvényeket!

93. Feladat. Adjuk meg a lambda-kocka (lambda cube [3]) dsszes nyel-
vét SOGAT-ként! Adjuk meg a legdltaldnosabb nyelvet (CC) és fejezziik
ki, hogy a specidlisabb nyelvek milyen extra kritériumokkal addédnak eb-

bol.

A fligg6 tipuselméletben a tipusok termektdl is fligghetnek (System
F-ben a tipusok csak tipusoktdl fiigghettek).

94. Definicié (Martin-Lof tipuselmélete). Két szortunk van, a tipusok
és a tipusokkal indexelt termek. A tipusok tovabbd a szintjikkel vannak
indezelve, ami egy természetes szam. A[61] jelolést haszndljuk.

Ty : N — Set
Tm : Tyi — Set
1| (A Tyi) > (TmA = Tyi) — Ty
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exfalso
-

tt

Bool
true
false
indBool

Bool 5y
BOO'BQ
Id

refl

J

1dj

sup
indW

W

:((a: TmA) - Tm(Ba)) ~Tm(IIAB) : -

:Tyi) = (TmA = Tyi) = Tyi

(
(A

:(a: TmA) x Tm(Ba) ~ Tm (X AB) : fst,snd
(i

N) = Ty(i+1)

:Tyi~Tm(U4d) - E
cTyi — Ty (i 4+ J)
:TmA ~ Tm (Lift A) : un
:Ty0

:TmlL—-TmA

: Ty 0

T ~TmT

: Ty 0

: Tm Bool

: Tm Bool

: (C: TmBool = Tyi) — Tm (Ctrue) — Tm (C false) —

(b: TmBool) = Tm (C'b)

:indBool t f true =t

:indBoolt f false = f

(A Tyi) > TmA—=TmA — Tyi

i(a: TmA) - Tm(ldaa)

:(C:(z:TmA) = Tm(ldAaz) — Tyi) —

m(Ca(refla)) = (z: TmA)(e: Tm(ldAaz)) = Tm(Cxe)

:JCwa(refla) =w

:(S:Tyi) » (Tm S — Tyi) — Tyi
:(s:TmS) = (Tm(Ps) > WSP)—->WSP
(C:Tm(WSP)— Tyi) —

(((p Tm(Ps)) — Tm (C’(fp))) — Tm (C’(supsf))) —
(w:Tm(WSP)) = Tm (Cw)

2 indW C h (sup s f) = h (Ap.indW C h (f p))

95. Feladat. Adjuk meg a Martin-Léf-tipuselmélet mdsodrendi stan-
dard modelljét!
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96. Jelolés. Roviditések:

A= B :=TIA(\_.B)
Ax B:=%A(A_.B)

97. Feladat. Adjunk meg Tm (Id Bool truefalse = 1) egy elemét!

98. Feladat. Fogalmazzuk meg, majd bizonyitsuk be, hogy az |d A tet-
szbleges A-ra eqy ekvivalencia-reldcio!

99. Feladat. Adjuk meg a természetes szamokat a W tipus segitségével!
Bizonyitsuk be a teljes indukcid elvét! (Szikség van Hugunin trikkjére

9.)

100. Feladat. Adjuk meg a koinduktiv tipusok szabdlyait M tipusok
segitségével !

101. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha az univerzum szabdlya Ui : Ty1
lenne, akkor van Tm 1-nak eleme.

102. Feladat. Fogalmazzuk meg, majd mutassuk meg, hogy az elséren-
di logika bedgyazhato Martin-Lof-tipuselméletbe !

103. Definicié (Russell). A Martin-Lif-tipuselmélet Russell tipusi,
ha a kovetkezd szort-eqyenldség teljestil:

Tyi=Tm (U3)

104. Feladat. Mutassunk egy mdsodrendd modellt, amelyben ez tel-
jestl! Mutassuk meg, hogy tetszdleges mdsodrendd modellbdl képezhetd
olyan nemtrividlis mdsodrendii modell, mely Russell.

105. Gondolkodnivalé. A kévetkezd nyelvek (elsérendi) szintaxisd-
ban minden termnek van normdlformdja: egyszeri tipuselmélet, System
F, Hindley—Milner, Martin-Ldf-tipuselmélet.

5. Masodrendii altalanositott algebra szig-
natirak megadasa masodrendii altalano-
sitott algebrai elmélettel

Ebben a fejezetben univerzalis algebraval foglalkozunk. Ahogy a[20]
definiciéban megadtuk az algebrai elméletek szignatirdit, most megint
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megadjuk az AT szignatirdkat, de a szignatirdk nyelve egy konkrét SO-
GAT szintaxisa lesz. Latni fogjuk, hogy ez kényelmes definicidhoz vezet,
ahol kevesebb kddolési koltség van. A SOGAT-tal megadott szignatira
modszer tovabba nem csak AT szignaturakra, hanem GAT és SOGAT
szignaturakra is miikodik.

A kovetkezd SOGAT szintaxisa irja le az algebrai elméletek szig-
naturait, ez egy alternativija a definiciénak. Egy tipus felel meg
egy szignaturanak. Az algebrai szignatirdk nyelve Martin-Lof tipus-
elméletének egy megszoritasa: a II tipusnak példaul fix az értelmezé-
si tartomanya. Ezzel biztositjuk, hogy ne lehessenek magasabbrendii
fliggvények, és a fiiggvények bemenete mindig az adott algebrai elmélet
egyetlen szortja legyen. Egy alaptipusuk van, az algebrai elmélet szortja

(Srt).
106. Definici6é (AT).

Ty  :Set
Tm : Ty — Set
Y (A Ty) > (TmA—>Ty) = Ty
Srt Ty
IISrt : (TmSrt — Ty) = Ty
—- = :Tm (ISt B) = (x : TmSrt) — Tm (B x)
Id :TmSrt = TmSrt — Ty
Minden B : Ty-ra bevezetjiik a Srt = B := IISrt (A__.B) roviditést.

Példaul a félcsoportok definicié) a kovetkezOképp adhaték meg,
a szignatira Ty egy eleme.

¥ (Srt = Srt = Srt)Aop.
I1Srt Az IISrt Ay I1Srt Az.1d (op (op-x-y)- z) (op cx-(op-y- z))

Osszehasonlitva az |1} definiciéval, a szortot nem kell megadnunk, hi-
szen algebrai elméletekben (AT-ben) csak egy szort van, a 3 tipus elsé
komponense a bindris operator lesz, melynek curry-zett tipusat megad-
juk és op-nak nevezziik el. A ¥ tipus masodik komponense kvantifikal
harom Srt-beli elem {616tt, majd visszaadja az egyenldség (identitds)
tipus megfeleld elemét. az [I definiciéban megadott verzi6 tekinthetd
ennek a formélis definiciénak a kényelmesebb megadasanak.

107. Feladat. Adjuk meg az[l] fejezetben megadott 6sszes AT szigna-
turajat a fenti modon!
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108. Megjegyzés. A definicionk szerint az tires algebrai elmélet (egy
szort, nulla operdtor) nem AT. Ez is bevehetd, ha az AT elmélethez
hozzdvesszik az egyelemd T tipust.

A kovetkezé SOGAT szintaxisa irja le a zart GAT-ok szignatira-
it. Egy tipus felel meg egy szignaturanak, a szignattura szortjai U-ban
vannak, az operdtorait (és az indexelt szortokat) a II fliggvénytipussal
irjuk le.

109. Definicié (Zart GAT).

Ty : Set

Tm Ty — Set

by (A Ty) > (MTmA = Ty) = Ty
(-,-):(@a:TmA)x Tm(Ba) ~Tm (X AB) : fst,snd
U : Ty

El :TmU — Ty

I :(a:TmU) = (Tm(Ela) = Ty) = Ty

—-— :TmIaB) = (z: Tm(Ela)) > Tm(Bzx)

Id :(a:TmU) - Tm(Ela) - Tm (Ela) —» Ty

reflect : Tm(ldauv) > u=wv

Itt is hasznéljuk a Martin-Lof-tipuselméletnél bevezetett A = B :=
=ITA(A_.B) és Ax B:=X A(X_.B) roviditéseket.

Példaul az elérendezés definicid) szignatirdja a fenti SOGAT
szintaxisdban a kovetkez6 tipus (Ty egy eleme):

YUXNObL.E
(Ob= 0Ob=U)AMor.
(HOb)\I.HOb)\J.HOb)\K.Mor -J-I= Mor-K-J=
El(Mor- K -T))x
(ILObALEI(Mor - I-1))x
(ILObAI.TTObAJIL (Mor - J - I) A\fIL(Mor - J - I) Ag.
Id (Mor-J-1)fg)
Latjuk, hogy a felsorolds helyett ¥ tipusokat haszndlunk, kotéseknél
metanyelvi A-t, nincsenek implicit paramétereink, és ki kell irnunk az

El-t, amikor egy U tipust termbdl tipust csindlunk. Mindez csak egy
nagyon explicit leirds a [40] definiciéra.
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110. Feladat. Adjuk meg a[3 fejezetben megadott ésszes GAT szigna-
turdjdat a fenti moédon!

111. Definicié (Nyilt GAT). A zdrt GAT szignatdrdk elméletét az
aldabbiakkal egészitjiik ki:

I :(T:Set) = (T — Ty) = Ty

2 Tm{ITB) = (a:T) = Tm(Ba)

A nyilt dltaldnositott algebrai elméletek méar nem adhatok meg nyilt
masodrendii altalanositott algebrai elméletként, csak végteleniil eldga-
z6d6 (infinitary) mésodrendi dltaldnositott algebrai elméletként, de ez-
zel semmi gond nincs, 1dsd [10].

A mésodrendi altalanositott algebrai elméleteket a kovetkezo szig-
natiraval adjuk meg. Van egy 1j szortunk, U, az ebben levd szortokat
lehet masodrendii fiiggvénytérben hasznalni, mas néven az UT-ban le-

v6 szortjainkhoz tartoznak valtozok. Persze tehetjiik az Gsszes szortot
UT-ba, ezzel a szemlélettel irtuk le a kordbbi SOGAT-jainkat.

112. Definicié (SOGAT). A zdirt GAT szignatirdk elméletét az aldb-
biakkal egészitjiik ki:

ut Ty

el :TmU" — TmU

(@t TmUY) = (Tm (El (eIt at)) = Tm U) — TmU

lam™* ((a: LEl(el* a™)) = Tm (El (bx))) ~Tm (Bl (x+at b)) : -+ -
Példaul az egyszert tipuselmélet definicid) szignaturdja a ko-

vetkez (mivel tipusok nem szerepelnek nyil bal oldaldn, mds széval
nincsenek tipusvaltozéink, ezért a tipusok szortja U-ban van).

SUNTY.E

(Ty = UT) \T'm.

ElTy x 2

(Ty = Ty = ElTy) Aarr.X

(H Ty AAII Ty \B.

(Tm-A="el" (T'm-B)) = El (el (Tm - (arr - A- B)))) Alam.X
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(H Ty AT Ty AB.

el (Tm - (arr- A- B)) = eIt (Tm - A) = El (el (T'm.- B))) Aapp.
(H Ty AT Ty ABII (Tm - A =" el* (T'm - B)) Ab.

IT (el (Tm - A)) Aa.

ld (el* (Tm - B)) (app- A~ B - (lam- A- B -b) - ) (b.+a))x

(H Ty \AIITy AB.I1 (Tm (arr-A- B)) A
id (el (Tm - (arr- A B)))
f(lam-A-B~(Iam*)\x.app-A~B-f-x)))

113. Feladat. Mutassuk meg, hogy a [4) fejezetben megadott Gsszes
nyelv leirhaté SOGAT szignaturdval. Csak azokat a szortokat tegyiik
UT-ba, melyeket feltétleniil szikséges (példdul egyszert tipuselméletnél
vagy Martin-Léf-tipuselméletnél csak Tm van Ut -ban, mig System F-
nél Ty is).

114. Feladat. Mutassuk meg, hogy a SOGAT-okat leiro SOGAT meg-
adhaté SOGAT-ként (sajdt farkdaba harap a kigyd).

115. Gondolkodnivalé. Adjuk meg a SOAT szignatirikat SOGAT-
letrdssal!

116. Gondolkodnivalé. Tetszdleges masodrendi dltaldnositott algeb-
rai elmélet mdsodrendtd modelljébdl képezhetd memtrividlis elsérendi
modell. Lasd [{].

117. Gondolkodnivalé. A Martin-Lif-tipuselméletet egyszer szeret-
nénk SOGAT-okkal kiegésziteni: példaul olyan szabdlyokkal, melyek tet-
szdleges SOGAT szignatirihoz megadjdk annak elsérendd szintazisdt.
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