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Kifejezobb tipusrendszert!

» A tipusok a biztonsdgos programozast segitik el
» Ha nem elég kifejez6 a tipusrendszer, az megakaddlyozza az
absztrakciét
> pl. length program tipusa:
» List Int — Int
» List Char — Int
» System F (Haskell): V a : Type . List a — Int
» egy adott n : N-nél kisebb szamok tipusa:
» Finl : Type
» Fin2 : Type
» Fiiggd tipusok (Agda): Fin : N — Type
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Curry-Howard izomorfizmus

> Logika és tipuselmélet kozti kapcsolat
» 4llitds = tipus, bizonyitds = program
> példak:
ANB=CVD AxB—-C+D
a=b Id(a, b)
-(x=3) ldy(x,3) — 0
Vx € N.x+zero = x [,y ldn(x + zero, x)
(x :N) = ldy(x + y,y + x)
List Char = Int List Char — Int
» Matematikat els6rendii logikdban végeznek: ha ezt képes kifejezni a

tipusrendszeriink, akkor minden matematikai allitds leirhatd vele
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Példa

» N tipust a konstruktorokkal adjuk meg:

zero : N
suc: N —- N

» az Osszeadds (- + - : N — N — N) fiiggvényt rekurzivan definialjuk:

zero+n:=n
suc(m) + n := suc(m+ n)

» rekurzivan definidljuk az aldbbi fliggvényt:

assoc : H ldn((x +y) +z,x+ (y + 2))

x,y,z:N
assoc(zero, y, z) = refl(y + z)
assoc(suc(m), y, z) := cong(suc, assoc(m, y, z))
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Problémak

» Pontonként egyenld fliggvények nem egyenldk: pl. nincs eleme az
ldy—n(Ax.x, Ax.x + zero) tipusnak
» Izomorf tipusok egyenlGsége: ha tudjuk, hogy A= B, és
» van egy A — A — A miveletiink, akkor automatikusan megkapjuk a
megfelelé B — B — B miiveletet
> ha tudjuk, hogy Va: A.P(a), akkor automatikusan megkapjuk, hogy a
P tulajdonsadg igaz B minden elemére is. Pl. A=(List, _::_, ...),
B =(RBT, insert, ...), P azt mondja, hogy kétszer ugyanazt
beillesztve ugyanazt a struktirat kapjuk
» Ekvivalencia-osztalyok definidldsa

» Emiatt kényelmetlen a tipuselmélet haszndlata, programokrdl is
nehezebb bizonyitdsokat végezni
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Egyenloség tipus

> az egyenléség tipus egyetlen konstruktora refl(a) : 1da(a, a)

» Ha p,q:lda(x,y), akkor igaz -e, p = g, vagyis ld(p, q)?
» K axidma, mintaillesztés
» groupoid modell (Hofmann-Streicher, 1996)

» Tipusok, mint topologikus terek (Vladimir Voevodsky, 2006)
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Korong
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Gydrd
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Magasabb egyenl6ségek

» f,g:ld(a, b)
> h,i:ldigeap)(f, 8)
> j o Idiar gy (h, i)
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Homotdpia-szintek

> A tipusok szintekbe sorolhaték:

-2. szint A kontraktibilis a:Aés [ .alda(a, x)

-1. szint A egy dllitds (propozicid) ][, ,.alda(x,y)

0. szint A egy halmaz [Lcy 4 p.q:—1da(xy) (P, )
két elem csak -
egyféleképpen lehet
egyenld)

1. szint A egy groupoid (egyenléségek

egyenléségei egyenldk)

» A Bool, N, List Bool, Tree N stb. tipusok mind halmazok
» Mi a magasabb egyenlGségek forrasa?

» Tipusok egyenlGsége
» Magasabb induktiv tipusok
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Univalence

v

Topologikus terek egyenlésége azizomorfizmus.

v

Voevodsky univalence axiémdja azt mondja*, hogy ha két tipus
izomorf, akkor egyenld: univ : (A= B) — ld1ype(A, B).

v

Ebbdl kovetkezik az izomorf tipusok egyenlGsége és a pont szerint
egyenlo fuggvények egyenlosége is

v

Pl. az Id(Bool, Bool) tipus elemeit a Bool — Bool izomorfizmusok
generaljak, és ebbdl kettd van:

iso1 : Bool — Bool
iso1(b) :==b

isos : Bool — Bool
isoz(true) := false

isox(false) := true

» Beldthatd, hogy —(ld(univ(isos), univ(iso1)))
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Magasabb induktiv tipusok

> Az egész szamok Z tipusat az aldbbi konstruktorok generaljak:

minus : N —+ N — Z

quot : H ldy(a + d, ¢ + b) — ldz(minus(a, b), minus(c, d))
a,b,c,d:N

set : H H Idig,(x,v) (P> G)

(x,Z) p,g:ldz(x.y)
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Tennivaldk

» Az Id tipus egyediili konstruktora a refl(a) : Id(a, a) volt

» Az univalence axiéma egy Uj konstruktort ad, izomorfizmussal is lehet
egyenl6séget generalni

» Nem igaz, hogy barmely n: N, ahol n-ben nincs szabad valtozé,
egyenld suck(zero)-val valamely k természetes szamra

» Emiatt nem hasznalhaté programozasi nyelvként (bizonyos programok
futdsa elakad)
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Kiprébalnam
» Magyarul: honlapomon cikk + ez az el6adas

» Konyv (Princeton, 2013), blog: http://homotopytypetheory.org

Homotopy
Type Theory

» Martin-Lof tipuselméletre éplilé programozasi nyelvek:
» Coq: legrégebbi, inkabb tételbizonyitd rendszerként haszndljak
» Agda: homotdpia-tipuselméletre legalkalmasabb
» Idris: gyakorlati programozasra, homotdpia-tipuselméletre nem
hasznélhaté

Koszonom szépen a figyelmet!
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