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1. Bevezetés

A szamitégéptudoméanyban sokféle modszer hasznalatos a programok helyes mii-
kodésének biztositasara: a program futtatasa kiillonb6z6 bemenetekkel és a ki-
menetek ellendrzése; a program futds idejd monitorozéasa; a program egy egy-
szertisitett modelljének szimulalésa, és annak ellenérzése, hogy a szimulalt vilag
lehetséges allapotaiban megfelel6 programmiikbdést tapasztalunk -e; a program
részleges specifikalasa tipusokkal, és a program forditasa soran ennek a specifiké-
cibnak valo megfelelés ellendrzése; a program helyességének bizonyitasa formélis
eszkozokkel vagy bizonyitottan helyes program szintézise.

A fentiek koziil a tipusokkal valo specifikalas az egyik legelterjedtebb mod-
szer, hiszen a forditas egyik fazisaként a fejlesztés folyamataba egyszertien be-
épithets. A forditoprogram automatikusan elvégzi a tipusellenérzést, a nem
tipushelyes programot visszautasitja, és ezaltal sokféle, gyakran el6fordulé prog-
ramozéasi hibat képes kisz{irni.

Ha egy tipusrendszer nem elég kifejezs, az az absztrakcié rovasara megy,
pl. egy egyszert tipusrendszerrel rendelkezé programozési nyelvben kiilon prog-
ramra van sziikség ahhoz, hogy egész szdmok listajanak hosszat ill. karak-
terek listdjanak hosszat meghatarozzuk, mert ezeknek kiilonb6zé tipusa van,
List Int — Int ill. List Char — Int. Egy lehet6ség ilyenkor a tipusrend-
szer megkeriilése azaltal, hogy kiskapukat tesziink bele. Masik lehetGség, hogy
kifinomultabb tipusrendszert hasznalunk, mely képes polimorf tipusokat leirni.
Ekkor az el6bbi két tipus egyesithetd az alabbi tipusban: V a : Type . List a
és az ilyen tipusi program miikédni fog mindenfajta listara. A Girard-Reynolds
tipusrendszer |12] megengedi az ilyen konstrukciokat, és ezzel nemcsak lehetévée
teszi az absztrakciot, de a programozot ra is kényszeriti a reprezentacié-fiiggetlen
programok irasara [32|, [27]. Erre a tipusrendszerre épiil az ML [26] és Has-
kell |30] programozasi nyelv.

Ha az el6bb emlitett tipusrendszerben szeretnénk a véges elemszamu tipu-
sokat megvalositani, kiilon-kiilon kell definidlnunk a Finl : Type (1l-elemt),
Fin2 : Type (2-elemi) stb. tipusokat. Ez a példa azt mutatja, hogy a ti-
pusrendszer tovabbra is akadalyozza az absztrakcidt, de most a tipusok szint-
jén. Ha nincs sziikségiink nagy biztonsagra, egy Fin tipusba egyesithetjiik az
Osszeset, melyet pl. a természetes szamok tipuséval definidlunk, és a programo-
zora bizzuk, hogy ahol Fin2-t var a program, ott véletleniil se adjon egy Fin3-
beli értéket. Ha azonban sziikségiink van az elkiilonitésre, és nem egy meta-
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programmal szeretnénk a tipus-definiciokat generéalni, mert pl. az elemszamra
nincs fels§ korlatunk, az alabbi tipusnak megfelelé programra van sziikségiink:
Fin : Nat — Type. Ez a Fin tipusoknak egy indexelt csaladja, minden egyes
természetes szamra egy-egy kiilon tipus, az indexel§ tipus a Nat. Fin 3 pl. a
harom-elemt tipus. Azzal, hogy értékek (egy természetes szam) jelentek meg
a tipusban, fiiggs tipusrendszerhez jutottunk. Filiggs tipusok hasznalataval a
Curry-Howard izomorfizmuson [19] keresztiil tetszGleges, matematikailag lefr-
hato tulajdonsag kifejezhets tipusokkal (lasd pont). A fliggs tipusrendszer
az elképzelhets legkifejezébb tipusrendszer, hiszen minden tulajdonsag, amit
valaha le szeretnénk irni egy programrol, matematikai képlettel kifejezhetd.

Egy ilyen tipusrendszer a programozonak sokféle lehet&séget kinal: annak
megfelelen, hogy mekkora biztonsagot kivan a feladat, pl. az egészek listajanak
rendezését végzG sort programot az aldbbi tipusokkal szerelheti fel, biztonsé-
gossag szerint névekvs sorrendben:

e sort : List Int — List Int
e sort : (xs : List Int) — (ys : SortedList Int)

e sort : (xs : List Int) — (ys : List Int) X (sorted ys)
x (length xs = length ys)

e sort : (xs : List Int) — (ys : List Int) X (sorted ys)
X (ys ‘permutationOf‘ xs)

Egy masik lehetGségként a programozd a sort program tipusat meghagyhatja
a legelsének, és egy kiilon programot irhat az alabbi tipussal:

(xs : List Int) — let ys = sort xs in
(sorted ys) x (ys ‘permutationOf‘ xs)

Ez a program annak bizonyitasdnak felel meg, hogy a sort program egy ren-
dezett listat ad vissza, és ez a rendezett lista a bemeneti lista egy permutacioja.
Ilyen médon a programok bizonyitasokat is tartalmazhatnak, és a programok
helyességének (valamilyen szinten vald) bizonyitasa a programozas egy lépése
lehet.

Fiiggs tipusrendszerrel rendelkezs programozési nyelvek az Agda [29) és Idris
[7]. Bevezets jellegti konyvek a tipuselméletbe magyarul [10], angolul a logika
felsl kozelitve [13], a programozas feldl kozelitve |15].

A matematika konstruktiv megalapozasara fiiggs tipuselméleteket régota
hasznéalnak [33]. A Curry-Howard izomorfizmuson keresztiil a matematikai al-
litasok tipusoknak, az allitds bizonyitasai adott tipust programoknak felelnek
meg. A legnépszeriibb, Curry-Howard izomorfizmust hasznal6 szamitogépes té-
telbizonyito rendszer (més szavakkal fliggs tipusrendszert programozasi nyelv) a
Coq |24]. Ennek alapja az intenzionalis Martin-Lof tipuselmélet [22]. Bar nagy
és bonyolult matematikai tételeket bizonyitottak ebben a rendszerben ( [14], E[),
hasznéalata mégis nehézkes, mert olyan, a matematikaban (és emiatt a progra-
mokrol valo érvelésben) gyakran hasznalt alapelvek, mint a pontonként egyenld
fliggvények egyenlGsége (fliggvény extenzionalitas) ill. az izomorf halmazok (ti-
pusok) egyenlGsége nem teljesiilnek benne. Az ekvivalencia-osztélyokkal valo
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miiveletek is kényelmetlenek, pl. tiszta Martin-Lof tipuselméletben a valds szé-
mok nem definialhatok [21]. Ezek a probléméak mind a tipuselmélet egyenlGség-
fogalméaval kapcsolatosak. A homotopia-tipuselmélet [31] 1j megvilagitasba he-
lyezi az egyenl&ség tipust, és valaszt ad a fenti problémakra, egy matematikara
és programozéasra egyarant kényelmesebben hasznalhat6 tipuselmélet formajé-
ban.

Az alabbiakban bevezetjiik a Martin-Lof tipuselméletet, ravilagitunk az egyen-
16ség tipus néhany tulajdonsagara, bemutatjuk azokat az extenzionalis alapel-
veket, amiket hasznélni szeretnénk, majd megmutatjuk, hogy a tipusok topolo-
gikus terekként valé értelmezése hogyan teszi érthetévé az egyenl@ség kiilonleges
tulajdonsagait és teszi lehetévé az el6bbi alapelvek hasznalatét.

Ezen iras megértéséhez egy szamitastudomanyi alapképzésnek megfelel6 ma-
tematikai tudas elégséges, valamely funkcionalis programozési nyelv ismerete
elény. Néhany témakort helyhidny miatt csak nagy vonalakban tudunk érin-
teni, a részleteket hivatkozasokkal igyeksziink potolni. A magyar szohasznalat-
ban [10]-t kovetjiik.

A tipuselméletet leggyakrabban a mienkhez hasonlé médon, szintaktikusan
vezetik be, ami els6 olvasasra nagyon toménynek, esetleg rejtélyesnek ttinhet.
A megadott levezetési szabalyok kozott azonban mély szimmetridk vannak, me-
lyeknek a kifejezésére még nem taldltuk meg a legjobb format — talan a katego-
riaelmélet [3| lesz az, de mivel kevesen ismerik az alapfogalmakat, maradunk a
szintaktikus bemutatasnal. A kategoriaelmélet nyelvét hasznélod szép bevezetés
a tipuselméletbe pl. |17].

2. Martin-Lof tipuselmélet

Ebben a pontban a Martin-Lof tipuselmélet vezetjiik be, aki ismerés a téméval,
az gyorsan atfuthatja a szabalyokat, aki nem, annak ez egy gyorstalpalo bevezets
lesz. A szabalyok olvasasakor az elsérendid logikdban tanultakkal kapcsolatos
intuiciora érdemes tamaszkodni.

Martin-Lof tipuselmélete [22] egy formélis matematikai rendszelﬂ mely ko-
vetkeztetések levezetésére alkalmas. A formalis rendszer abécéjét, nyelvtani
szabélyait a levezetési szabalyokon keresztiil implicit médon adjuk meg.

Négyféle kovetkeztetési format kiillonboztetiink meg;:

'+ I" egy érvényes kdrnyezet

'Ft: A I" kornyezetben t kifejezés tipusa A

r=A*+ I" és A kornyezetek definicionalisan egyenlGek

F'Fu=wv:A wéswv, I kérnyezetben A tipusu kifejezések definicionélisan
egyenlGek

Utoébbi esetében a kornyezetet és a tipust gyakran elhagyjuk, és egyszertien
u = v-t irunk.

A kifejezésekre gondolhatunk programokként, melyek valamilyen tipussal
rendelkeznek. A tipusra matematikai allitasként is gondolhatunk, a kifejezés
ennek bizonyitasa. Két program definicionalisan egyenld, ha futtatasuk ugyan-
arra a végeredményre jut. Pl. 44+ 3 = 7. A tipusok is kifejezések, melyeknek

2Martin-Lof tipuselméletének intenzionalis valtozatat adjuk meg implicit helyettesitéssel,
Russel-féle univerzumokkal és definicionalis 3 és n szabalyokkal rendelkezd II és 3 tipusokkal.



tipusa van, igy a tipusok és kifejezések egy szintaktikus kategoridban vannak,
az intuicié miatt kiilonitjik el ket informaélisan.

A kornyezet a kifejezésben és a tipusban levs szabad valtozok tipusait adja
meg, tipusok listaja: z1 : Ay, 20 : Ao, ...,x, @ A,. Ez a kornyezet az A;...A,
tipusokat tartalmazza, a valtozonevek csak cimkék, azért van rajuk sziikség,
hogy konnyti legyen hivatkozni a tipusokra. Emiatt a pontos név nem érdekes,
két kornyezet, mely csak az elnevezésekben kiilonbozik, definicionalisan egyenld;
hasonloképpen két kifezejezés, melyben a valtozok ugyanazokra a helyekre mu-
tatnak, de kiillonboz6 neviik van, definicionalisan egyenls (ezt a problémakort
a-konverziénak nevezik, mi nem foglalkozunk vele). A;-ben eléfordulhatnak z;
szabad valtozok, ahol j < i. A kornyezetekre vonatkozo levezetési szabalyok az
alabbiak:

— iires kornyezet FFA:U; . .
-k Tz Al kornyezet hosszabbités
Tzx: A AF

Tz AAFz-A valtozo bevezetés

A kornyezet hosszabbitasban z-nek egy olyan valtozonak kell lennie,ami I'-ban
nem szerepel. U; minden 7 természetes szdmra egy tipus. Zart kifejezéseknek
nevezziik azokat, melyekben nincs szabad véltozo, tehat egy olyan t, melyre
valamely A-ra a -+ t: A kovetkeztetés levezethetd.

A definicionalis egyenl@ség ekvivalancia-relacio, és definicionalisan egyenld
kornyezetek és kifejezések barmely esetben felcserélhetGek. A kovetkezs (nem
tal érdekes) levezetési szabalyok ezeket fejezik ki, els6 olvasasra ezek nyugodtan
atugorhatoak, a teljesség kedvéért tessziik Gket ide:

N I'=AF I'=AF A=0F
I'=T*Hk A=TF I'=0+
T'Ht: A T'Fu=wv:A 'Fu=v:A ThFv=w: A
I'Ht=t: A T'Fov=u:A TFu=w:A
I'=AF THA=B:U; THrHt: A
ArFt:B
I'=AF THA=B:U; '=AFr THA=B:U; Thru=v:4A4
I'x:A=Az: B+ AFru=v:B

Az utolso elstti szabalyhoz szintén hozzatartozik, hogy x valtozd friss legyen
(ne szerepeljen T'-ban és A-ban).

Ha a I' F t : A kovetkeztetés levezethets, akkor azt mondjuk, hogy t az
A tipus eleme. A tipusok tipusat univerzumnak hivjuk, a kis tipusok Up-ban
vannak, Ug-t magat nagy tipusnak hivjuk, mert elemei olyan kifejezések, me-
lyeknek vannak elemei. A legalsé szinten levg kifejezéseknek nincsenek tovabbi
elemei, ezeket kifejezés-konstruktoroknak (vagy egyszertien konstruktoroknak)
hivjuk (eddig még egy ilyennel sem talalkoztunk). Az univerzumokra a kovet-
kez6 szabalyaink vannak (i barmely természetes szam):

N A univerzum képzés Tra:U;
F}_Ui:UiJrl FFAIUH_l

univerzum kumulativités

Az univerzumok megszamlalhatoan végtelen hierarchidjara azért van sziikség,
mert az Ug : Ug szabaly inkonzisztencidhoz vezetne (Burali-Forti paradox, [11])



— az inkonzisztencia itt azt jelenti, hogy a - - ¢ : 0 kovetkeztetés levezethetd
valamely t-re, ahol 0 az {ires tipus, lasd kés6bb.

A tipuselméletben egy-egy adott tipushoz tartozé levezetési szabalyok a ko-
vetkez§ formaban jelennek meg: tipusképzd szabély, bevezets szabéaly, elimina-
cios szabaly, szamitasi () szabaly, egyediség (unicitas, n) szabaly, a konstrukto-
rok definicionélis egyenlGséggel valo kompatibilitasat kifejezd szabalyok. Ilyen
formaban adjuk meg a fliggvény, a fligg6 par (szigma), a 0-elemd tipus, a 2-
elemi tipus, a természetes szamok és az egyenléség tipus levezetesi szabéalyait.
Végil réviden megemlitjiik, hogy altalanos induktiv tipusokat milyen mddon
képezhetiink.

2.1. A fiiggvény tipus levezetési szabalyai

A T],., B fiiggvény tipusra gondolhatunk gy is, mint a V,. 4.5 allitasra, mely-
ben az univerzalis kvantor az A tipus (halmaz) elemeire vonatkozik, tehat azt
mondja, hogy barmely z-nek nevezett A-beli elemre teljesiil B (amely tartal-
mazhatja z-et). PL. [[,.y(n+2 = 2+n) azt fejezi ki, hogy barmely n természetes
szamra n+2 egyenls 2+n-el (a természetes szamokat, dsszeadast és egyenlSséget
késébb definidljuk).

'HA:U, T.x:A+B:U;
I'1[,.4B:U;

II képzés

Lz:AFt:B o s Lkf:IlpaB Tha:A
F'EXet:][,.4B evezetes TF fa: Bla/a] IT eliminacid

I''z:AFt¢:B Fl—a:AHB ' f:[l,..B

(Az.t)a = tla/x] : Bla/x] 'cf=Xyfy:[[,..B

tla/x] egy meta-jelolés arra a kifejezésre, melyet gy kapunk, hogy t-ben az x

valtozo Osszes el6fordulasat a-ra cseréljiik. B-t indexelt csaladnak (tipuscsa-

ladnak) nevezziik, a I' kérnyezetben Bla/z]| egy tipus minden a : A-ra, A az
indexel§ tipus.

[L.. 4 B-re tovabbi harom jelolés H B,TTABés (z: A) — B. II és \ val-

IIn

tozot kotnek meg, melyek csak hataskorukben latszanak. Mindkett§ hataskore
a lehets legtovabb terjed, tehat pl. Az.Ay.t = Ax.(Ay.t), vagyis t-ben z és y
is szerepelhet. Ha x nem szerepel B-ben, [],. 4, B helyett A — B-t irhatunk.
A — B — C jobbra zarojelezédik, tehat A — (B — C)-t jelent. A — B-re
gondolhatunk tgy, mint az A-bol kovetkezik B logikai allitasra. A\ egy konst-
ruktor, II tipuskonstruktor, a fliggvényalkalmazas, melyet csak egymas mellé
frassal jeloliink, eliminator.
A konstruktorok respektaljak a definicionalis egyenlGséget:

r-A=A":U; T''z:ArB=B:U; Te:A+t=r:B
F'EllaB=1laB U F'EXet=Xer:[[,. 4B

2.2. A szigma tipus levezetési szabalyai

A " 4 B tipusra tgy gondolhatunk, mint a 3,.4.B allitasra. Annak bizonyi-
tasa, hogy létezik egy A-beli elem, melyre B igaz, egy fiiggs par, mely egy z-nek



nevezett A-beli elembdl all, és egy bizonyitasbol, hogy z-re teljesiil B. Az alabbi
bevezetési szabaly ezt fejezi ki.

'-A:U; I'e:AFB:U; 5 képzés F'Fu:A Thwo:Blu/] = bevesotés
>, 4B:U; 't (u,v):) 4B
w ¥ eliminécio FFt:Zx:AB Y eliminécids
I'mt: A It mot : B[mit/x]

F'u:A TFo: Blu/x] F'tu:A TFo: Blu/x]
FFm(u,v)=u: A ! 'k ma(u,v) = v : Blu/z] 2 b
ret:3, ,B

by
F'Et=(mt,mt): Y 4B g

A konstruktorok (¥ és —, —) respektaljak a definicionalis egyenlséget, ezeket a
levezetési szabalyokat roviditett forméban adjuk meg:

A=A B=D u=u v=v
E:E:A B = Zm:A’ B U,U) = (u/7

A nem-fiiggs par (Descartes-szorzat, logikai és) a fiiggd par specialis esete,

ahol a masodik elem tipusa nem fiigg az els6t6l: A x B-t egyszertien > , B

roviditéseként definidljuk abban az esetben, ha B-ben nem szerepel x.
> .4 B-re egy masik elterjedt jeldlés (z: A) x B.

2.3. Az iires tipus levezetési szabalyai

Az tires tipus kiilonleges, csak képzés és eliminécios szabélya van:

Oképzés 'Et¢:0 F"AUZ
I'F0:Uo TFindgt: A

0 eliminéacio

Az iires tipusra azért van sziikségiink, mert a logikai negacio vele fejezhetd ki:
a - A allitast az A — 0 tipussal fejezziik ki.

2.4. A kételemii tipus levezetési szabalyai

A kételemii tipus szabéalyainak olvasasakor a szamitastudoményi intuiciora ér-
demes hagyatkozni: a Bool tipusnak felel meg, eliminicios szabalya egy (fliggd
tipusi) if then else alkalmazasanak, § szabalyai pedig egy elagazast tartal-
maz6 program futtatasanak. n szabalya nincsen.

2 képz 2 bevy 2 bevy

I'E2:Up LE-ff:2 F'Ftt:2

Dyz:2FA:U; Thu:Alff/z] Tho:Aftt/z] THt:2
F'Findyuvt: Alt/x]

26

2 elim

2 3

induvtt=u induvff =w

indy u v t-re Ggy lehet gondolni, mint if ¢ then u else v.



A kételemi tipus és a fligg6 par segitségével definiadlhatjuk az Gsszeg tipust
barmely két A és B tipusra az alabbi modon:

= AAAB.Y (ind2 ABx) : U; — (U; — Uj)
x:2
Bevezetjik az aldbbi roviditést:
A+B:=) (ind ABx)
x:2

Az A+ B tipus elemei vagy ff és egy A-beli elem, vagy tt és egy B-beli elem. A
bal és jobb injekcidkat az alabbi réviditésekkel adhatjuk meg:

inl := Aa.(ff, a)
inr := \b.(tt, b)

Szintén deﬁniélhatdﬂ roviditésként az alabbi ind 44 p fiiggvény, melyre az A+ B
eliminatoraként gondolhatunk (ha minden a : A-ra tudjuk C(inla)-t és minden
b : B-re tudjuk C(inrb)-t, akkor minden ¢ : A + B-re tudjuk C't-t):

A:U;,B:U;,C: A+ B = U;Findatn

: (gC(inla)) - (gC(mm)) - [ ct

t:A+B

A+ B-re az AV B diszjunkcioként gondolhatunk.

2.5. A természetes szamok tipusanak levezetési szabalyai

A természetes szamokat Peano-szamokként adjuk meg, két konstruktorral: zero
és suc. Az eliminécios szabaly a természetes szamokon alkalmazott teljes induk-
cionak felel meg, ez alapjan az analdgia alapjan hivjuk ind-nek az eliminatorokat.

N képz Nbev;  _LEn:N gy

I'-N:Ug I'-zero: N TFsucn:N
Mz:NFA:U;

I'Fmz: Alzero/z] T,n:N,p: Aln/z]F ms: Alsucn/z]
'kt:N

'+ indymzmst : Alt/x] N elim

N 6

indy mz ms zero = mz

N 2

indy mzms (sucm) = ms[m/n,indy mz msm/p|

A természetes szamoknak nincs n-szabalyuk.
Az 6sszeadast pl. az alabbi kifejezéssel definialhatjuk (az tires kornyezetben):

-F Az y.indyy (sucp)z : N—- N - N

3inday B a kovetkezs kifejezést roviditi: Amil.Amr.At.indy ml mr (71 t) (w2 t), ahol a 2 elim
szabalyhoz sziikséges A tipus a kovetkezSképp van definidlva: Hv:indz A B C(z,v). Erdemes
a (-szabalyokat is ellendrizni.



Az indy maéasodik argumentuma az n és p valtozokkal kibévitett kornyezetben
értelmezett, emiatt van értelme p-re hivatkozni a fenti (sucp) kifejezésben. Be-
vezetjiik az alabbi roviditést: « + y := indy y (sucp) z.

Ha z = zero, akkor x + y = indyy (sucp) zero, ami N 3y miatt definiciona-
lisan egyenld y-al. Ha x = sucm, akkor = 4+ y = indyy (sucp) (sucm), mely
a N By szabaly miatt definicionalisan egyenlé suc (indy y (suc p) m)-el stb. Igy
gondolhatunk a program végrehajtasara (tovabbi részletek a pontban).

2.6. EgyenlSség tipus

Két kifejezés egyenlGségének leirdsara szolgél a definicionalis egyenlGség kovetkeztetés-
tipus, pl. w = v. Ez az egyenlGség azonban nem szerepelhet magukban a
kifejezésekben (programokban, tipusokban, matematikai allitdsokban, bizonyi-
tasokban). A definicionélis egyenléség internalizalasara vezetjiik be a (propo-
zicionalis) egyenlc’iségeﬂ Ez egy tipus, mely azt fejezi ki, hogy két kifejezés
egyenld.

Levezetési szabélyai:

'-A:U; THu:A Throv:A I'Fa:A

F'Fu=4v:U; = képz I‘Freﬂa:a:Aa:beV

Dz:Ay:Ap:zc=4yFC:U;

Tya: AFm: Cla/z,a/y,refla/p]

T'tru:A TrRv:A Thrr:iu=4sv
THJCtr: Clu/z,v/y,r/p]

=p

= elim

JCt(reflu) = tfu/d]

A reflexivitas (refl) az egyetlen modja az egyenléség bevezetésének. Az elimi-
nacios szabalyban C' egy olyan tipus, amely fiigg két A-beli elemtd] (z és y), és
ezek egyenl@ségének bizonyitasatol (p). Az eliminacios szabély pedig azt fejezi
ki, hogy ha C-t be tudjuk latni barmely A-beli elemre és refl-re, akkor barmi-
lyen egyenl@ségre (r-re) is be tudjuk latni. Néha u =4 v helyett egyszertien csak
u = v-t irunk.

A definiconalis egyenlGséggel vald kompatibilitast az alabbi szabalyok bizto-
sitjak:

A=A u=ud:A v=v A a=a

(u=av)= @ =4 ) refla = refl o’

A bal oldali szabalybol kévetkezik, hogy ha két kifejezés definicionélisan egyenld,
akkor propozicionalisan is egyenldk (internalizalas). Forditva ez nem igaz: pl. a
fenti definicioval az u : N, v : N, w : N kérnyezetbeli (u+v)+w és u+ (v+w) kife-
jezések nem definiciondlisan egyenlGek, de propozicionalisan igen (lasd lejjebb).
Ha viszont tetsz6leges kornyezetben egy egyenlGség bizonyitasa egyszertien refl ¢
valamely t-re, akkor az egyenlGség két oldalan szerepls kifejezések definicionali-
san is egyenlSk. Az iires kornyezetben egyenld kifejezések mind definicionélisan
is egyenldk.

4A ,propozicionalis” jelz6t gyakran elhagyjuk.



AVia,p.(u=0v— fu= fuv) tételt az alabbi médon tudjuk pl. bebizonyi-
tani:

A:U;,B:Uju:Av: ARNfI(fe =g fy) (refl (fa))
H (u=av— fu=p fv)

f:A—B

A fenti kifejezésre bevezetjiik az ap roviditést.
Az ap segitségével bebizonyithatjuk, hogy a természetes szamok fentebb de-
finialt Gsszeadésa asszociativ:

- FAu A v Aw.indy (refl (v + w)) (ap sucp)

:HHH(u+U)+w:Nu+(v+w)

w:N v:N w:N

A bizonyitast igy irhatjuk le: teljes indukcioval bizonyitunk z szerint. Az N elim
szabalyban szereplé z-t6l fiiggé A tipusnak (z + v) + w =y = + (v + w)-t
valasztunk. Ha z értéke 0 (x = zero), akkor az N elim szabélyban szerepld
mz : (zero+v)+w =y zero+ (v+ w), ennek tipusa pedig a + rovidités behelyet-
tesitésével és a N (5, szabaly alapjan definicionalisan egyenld v+w =y v+ w-vel,
amit refl (v+w) bizonyit. Ha z = sucn, akkor az ms kornyezetében levé p tipusa
(n+v)+w=nn+ (v+ w), ez az indukcids hipotézisiink, ha erre alkalmazzuk
az apsuc fliggvényt, suc ((n + v) + w) =y suc(n + (v + w))-ot kapunk, ami vi-
szont a + rovidités behelyettesitésével és N [y alkalmazasaval definicionalisan
egyenls (sucn+v)+w =y sucn+ (v+w)-el, és ez az, amit az indukeios 1épésben
bizonyitani szeretnénk (ms tipusa ez).

Egy tovabbi érdekes tétel, melyet transport-al roviditiink, szintén egyszertien
bizonyithato J segitségével:

A: Uju: Ao ARAPAr] Az Ay Ap.Px — Py) (Aa.rs.s)r

: H u=4v—>Pu— Pv
P:A—>Uj

transport a P tulajdonsag A-ban egyenld elemek kozotti transzportalasat fejezi
ki: ha u = v, és u rendelkezik a P tulajdonsaggal, akkor v is.
Szintén a J eliminator segitségével bizonyithatd, hogy egy adott A tipusra

=4 _: A— A — U; ekvivalencia-relacio, refl egységelem, és a tranzitivitas
asszociativ:
refla:a=a reflexivitas
_Tlia=b=b=ua szimmetria
_+ ta=b—ob=c—a=c tranzitivitas
prreflb=1p jobb oldali egységelem
refla*p=p bal oldali egységelem
(prq)r=p-(q7r) asszociativitas

adott a,b,c,d: A, p:a=0>b,q:b=c,r:c=d esetén.



2.7. Altalanos induktiv tipusok

A természetes szamok, binaris fak, listdk stb. mind induktiv tipusok. Ezeket
funkcionélis programozési nyelvekben konstruktoraik listazasaval adjuk meg, és
eliminéalasukra mintaillesztéssel adunk meg fiiggvényeket. Pl. a feljebb definialt
természetes szamokat Haskell-ben igy adjuk meg: data Nat = Zero | Suc Nat,
Agda-ban ekképp:

data Nat : Set where
zero : Nat
suc : Nat -> Nat

Az 6sszes induktiv tipus megadhato egy konténerbdl szamitott W-tipusként [1].
Egy konténert az S : U; alakjaval és a P : S — U; poziciéival adunk meg.
Az alak reprezentéalja a konstruktorok halmazat a nem-rekurziv paraméterekkel
egylitt, mig a poziciok a rekurziv el6fordulasokat adjak meg. A természetes
szamok, A-beli elemek listaja és leveleknél L-beli elemet, elagazasoknal N-beli
elemet tartalmazo binaris fak konstruktorai ill. a nekik megfelels konténerek (1
az egyelemd tipus):

zero : N S =2

suc: N -+ N P :=MXs.ind>01s

nil : List 4 S=1+A4A

cons : A — Listy — Listy P := Xs.indiya (Ax.0) (Ax.1) s
leaf : L — Treer, n S=L+N

node : N — Treer, v — Treep, x — Treer v P := As.indyn (Az.0) (Ax.2) s

Tehat a természetes szamoknéal s = ff jelképezi a zero konstruktort, s = tt
a suc konstruktort, és Pff = 0, tehat a zero konstruktornak nincs rekurziv
paramétere, mig Ptt = 1, tehat a suc konstruktornak egy rekurziv (N tipusi)
paramétere van. Listaknal a nil konstruktornak nincs rekurziv paramétere (s =
inlx jelzi, ahol * az egyelemii tipus eleme), mig a cons konstruktor igazabol
A-nyi kiilénb6z6 konstruktor, annak megfelelen, hogy a cons els6 paramétere
micsoda, és fliggetlentil ett6l az értéktsl mindig 1 db rekurziv (Lists tipusi)
paramétere van.

Ha adott egy S, P konténer, a hozza tartozdé W S P tipus az alabbi bevezets
szabéllyal rendelkezik:

'ks:S I'Hf:Ps—-WSP
IF'Fsupsf:WSP

W bev

Tehéat ha egy W S P tipusi értéket szeretnénk konstrualni, egy formara és egy
fliggvényre van sziikség, utobbi a formanak megfelels Gsszes poziciora ad egy
ajabb W S P tipusu értéket. Az eliminécids és egyéb szabélyok is megadha-
tok, részletek a W-tipusokat bevezetd [23|-ban. A konténerek kategoria-elméleti
megfelelsi a szigoruan pozitiv funktorok [1], a W-tipusok ezek iniciélis algeb-
rai (legkisebb fixpontjai). Terminalis koalgebraikat M-tipusoknak nevezik [§],
ezek maximaélis fixpontoknak felelnek meg, végtelen listak pl. igy irhatok le.
A konténerek kiterjesztései az indexelt konténerek [28], illetve az ezekhez tar-
tozd indexelt W-tipusok, melyekkel indexelt tipusok leirhatok, pl. az n-hossza
vektorok tipusa, Vecs n, ahol n : N.
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2.8. Curry-Howard izomorfizmus

Az el6bb megadott tipuselméletetet a kovetkezSképp hasznéalhatjuk logikai ér-
velésre: a propoziciok halmazanak Ug-t vessziik, egyéb halmazokat tipusokkal
értelmeziink, pl. a természetes szdmok halmazat az N induktiv tipussal értel-
mezzik. Az elsérendii logikai GsszekotSket igy értelmezziik:

Prop® := Ug (propozicidk halmaza)
A — Prop®:= A — Ug A-n értelmezett allitasok
halmaza
1:=0 logikai hamis
T:=1 logikai igaz
-P:=P—0 negacio
PAQ =P xQ= Z Q (Q-ban nem szerepel p)
p:P
PveQ=P+Q= Z(indzABx)
z:2
P=Q=P—>Q= H Q (Q-ban nem szerepel p)
p:P

VocaPyr =[] P
z:A

FeaPr =) P
z:A

a=b:=a=4b (a és b az A tipus elemei)

Ez a logikai rendszer néhany fontos kiilonbséget mutat a klasszikus matema-
tikdhoz képest:

e Halmazok helyett tipusokat hasznélunk, emiatt nincs értelmezve az unid
és metszet mivelet, hiszen ezek tetszdleges tipusok kozott sem értelmesek.
Minden kifejezésnek van tipusa, nincs olyan helyzet, hogy egy elem t&bb-
féle halmazba (tipusba) is tartozhat, a tipus valamely kifejezésnek el nem
idegenithets és meg nem valtoztathat6 tulajdonsaga (ami egyébként els-
segiti nemcsak a biztonsagos programozast, de a biztonségos bizonyitast
és absztrakciot is).

e Prop® = Up bizonyitas-relevanciaval (proof-relevance) rendelkezik: ugyan-
annak az allitdsnak tobb kiilonb6z6 bizonyitasa is lehet, és ezek nem kell,
hogy egyenldk legyenek — a bizonyitasok informéaciot hordoznak (ennek ki-
kiiszobdlésére a tipuselméletben gyakran bevezetnek egy kiilon Prop® uni-
verzumot, melynek elemei definicionalisan egyenlsk). Heyting nyomén egy
allitasra gondolhatunk agy, mint bizonyitasainak halmazéra (tipusara).

e A 3 kvantor erds (vagy konstruktiv, emiatt jeloltiik c-vel): ha van egy
bizonyitasunk arra, hogy létezik A-nak valamely P tulajdonsaggal ren-
delkez6 eleme, akkor ebbdl a bizonyitasbol ezt az elemet mindig képesek
vagyunk kinyerni (nem csak a puszta létezésrdl tudunk). Hasonloképpen
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P Vv© @ bizonyitasabol extrahalhato, hogy P vagy @ az igaz. A klasszi-
kus véltozataik megadasahoz homotopia-tipuselmélet sziikséges, lasd a[7}
pont.

e Ehhez szorosan kapcsolodik, hogy a kizart harmadik elve nincs validélva,
vagyis nem igaz, hogy minden allitas eldonthets. Ha indirekten bizonyit-
juk P-t, akkor valdéjaban ——P-t bizonyitottuk. Mivel a dupla negacio
miivelet monadként |3| viselkedik, hasonldéan ahhoz, ahogy a Haskell prog-
ramozéasi nyelvben I0-t kell irni a mellékhatasokat hasznald fiiggvények
tipusa elé, itt —=—-et kell irni a kizart harmadik elvét hasznélé bizonyita-
sok tipusa elé.

2.9. Metaelméleti tulajdonsagok

Az tn. helyettesitési és gyengitési szabdlyok [10] a levezetési fakon végzett
indukciéval bizonyithatok. Hasonloképp bizonyithato, hogy ha a = b : A, akkor
mind a-nak, mind b-nek a tipusa A (tehéat a definicionalis egyenlGség megérzi a
tipust).

A fent bevezetett formalis rendszer azért hasznalhaté jol programozésra,
mert a tipusellendrzés eldonthets. Tehat, ha adott egy I' kdrnyezet, t kifejezés
és A tipus, akkor létezik egy olyan program, mely eldonti, hogy a I' ¢ : A
kovetkeztetés levezethets -’ Ugy is fogalmazhatunk, hogy ha van egy ma-
tematikai allitasunk, és egy jeloltiink ennek bizonyitaséara, akkor a szamitogép
felismeri, hogy a bizonyitas helyes -e.

Tovabba a rendszer konzisztens, amin azt értjiikk, hogy nem létezik olyan t
kifejezés, melyre - F ¢ : O levezethets lenne. Ezt természetesen csak egy masik,
erGsebb rendszerhez képest relative tudjuk kijelenteni, ilyen rendszer pl. a ZFC
megfelel§ nagysagi kardinalisokkal.

A konzisztencia bizonyitadsa normalizalason keresztiil torténik. Ha a de-
finicionalis egyenléség szerint ekvivalencia-osztalyokat képziink, minden ilyen
osztalybol kivalaszthato egy reprezenténs, az in. normalforma, és létezik egy
algoritmus, mely barmely kifejezést atalakit az ekvivalencia-osztalyanak repre-
zentasara. Ezt a folyamatot normalizalasnak hivjuk. A normalizéalas torténhet
kis lépésekben [13], nagy lépésekben [9], vagy a normalizalas kiértékeléssel tech-
nikaval [5]. A normalformak gy vannak meghatarozva, hogy az iires kérnye-
zetben mindig konstruktorral kezd6dnek, emiatt, mivel az iires tipusnak nincs
konstruktora, az iires kérnyezetben nincs 0 tipusiu kifejezés. Pl. természetes
szamok normaélformai az tires kérnyezetben suc™ zero, tehat a suc konstruktor
n-szer alkalmazva a zero konstruktorra, ahol n egy természetes szam.

A fent megadott tipusrendszerre (kivéve altalanos induktiv tipusok és az
egyelemt tipus) a norméalformakat v adja meg (a normalformék tipusozottak,
ett6l most eltekintiink):

:::Ui|Hv\)\x.v\ Zv|(v,v)|0|2|ff\tt | N | zero|sucv | v =, v|reflv

n=x |nv | min|men lindgvon|indyvon |Joun

5Ehhez az egyes kifejezéseknek tobb informéciot kell hordozniuk, mint amennyit informa-
lisan leirunk, pl. a X kifejezéseket fel kell disziteni a valtozo tipuséval stb. A kényelmes,
tomor irasmodbol teljes informéacidval rendelkezs kifejezéseket 1étrehozo folyamatot elabora-
cibnak hivjuk, tovabbi informacié pl. az Agda programozasi nyelv miikodését leir6 PhD-
dolgozatban [29| vagy az Epigram elaboraciojat leir6 cikkben [25| talalhato.
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n az un. neutralis kifejezéseket jeloli, x egy valtozo. A neutralis kifejezések bar
nem konstruktorral kezdédnek, mégsem egyszertsithetGk, mert 8 szabaly nem
alkalmazhatoé rajuk. Zart kifejezés nem lehet neutralis, mert nincs benne szabad
valtozo.

3. Extenzionalitas

A fent megadott tipuselméletben az egyenl@ség tilsadgosan finom: olyan kife-
jezéseket is megkiilonboztet, melyeket a matematikiban nem szeretnénk meg-
kiilonboztetni. Ilyenek a pontonként egyenls, de definicié szerint kiilénbo6zo
fliggvények, pl. a Az.x : N — N és a Azx.z + zero fligvények. Az extenzionalitas
elve azt mondja, hogy két objektum nem lehet egyszerre (a meglevs egyenlGség
hasznalata nélkiil) megkiilonbozethetetlen és nem-egyenls. Mivel fiiggvényeket
csak agy lehet hasznalni, hogy alkalmazzuk &ket, ha tetszéleges kifejezésre alkal-
mazva 6ket, egyenl eredményt adnak, akkor megkiilonboztethetetlenek. Ennek
megfelelGen szeretnénk, hogy az aldbbi szabaly része legyen a tipuselméletiink-

nek:
f:Hz:AB g:Hr:AB t:Ha:Afa:B[a/I]ga
funextt: f=r1 BY

Ha azonban ezt, mint 4j levezetési szabélyt hozzdadjuk a rendszerhez, elveszit-
jik a normalizalast: mivel az egyenl6ség 5 szabalya csak olyankor miikodik, ha
az egyenlGség a refl konstruktorral lett létrehozva, ha J-t egy funext &ltal lét-
rehozott egyenlGségre alkalmazzuk, elakad a norméalforméra hozas algoritmusa.

késébb) hozzaadasaval megadhato egy olyan tipuselméletet, ami normalizaléd és
a fiiggvény extenzionalitast is validalja |2|. Ez az elmélet azonban inkonzisztens
a kovetkezs extenzionalitasi alapelvvel, az izomorf tipusok egyenl&ségével.

A és B tipusok izomorfak, ha léteznek f : A — B és g : B — A flgg-
vények, melyekre igaz, hogy [[,.,9(fa) =a a és [[,.5f(gb) =p b. Ha két
tipus izomorf, akkor ha egyikben kapunk egy elemet, attehetjiikk a masikba, és
tudjuk, hogy ez a 1épés nem valtoztatja meg lényegesen az elemet, mert min-
dig visszakapjuk az eredetit, ha a masik iranyu fliggvényt alkalmazzuk. Ha
A = B jeloli az A és B kozotti izomorfizmusok tipusat, akkor szeretnénk egy
isotoid : A =2 B — A = B fiiggvényt. Ha van egy ilyeniink, ez azzal az elénnyel
jar, hogy barmely mitveletet vagy tulajdonsagot, amivel az egyik tipus rendel-
kezik, transzportalni tudunk a masikra. Pl. ha van egy m : A - A — A
miiveletiink és egy ¢ : A = B izomorfizmusunk, akkor az ennek megfeleld
m' : B - B — B miiveletet megkaphatjuk a pontban megadott transport
fiiggvénnyel: m' := transport (AX.X — X — X)) (isotoid i) m.

Ha egy szotart szeretnénk implementalni, megtehetjiik ezt nem-hatékony

modon, egy listaval (List, _::_, ...), vagy hatékony mdédon piros-fekete ke-
res6fakkal (RBT, insert, ...) (mindkett6 a kovetkezs egzisztencialis tipus

eleme: » ;. (A — T — T) x ...). A hatékony implementaciorol szeretnénk
bizonyitani bizonyos tulajdonsagokat, pl. hogy kétszer egyméas utan ugyanazt
az insert parancsot végrehajtva ugyanazt kapjuk, mint ha csak egyszer tettiik
volna meg. A hatékony implementéciorol azonban nehéz formalisan érvelni. Ha
viszont bizonyitunk egy izomorfizmust a hatékony és a nem-hatékony imple-
mentacioé kézott, onnantol elég a tulajdonsagokat az egyszert implementéaciérol
belatni, és transport segitségével ezek mind igazak lesznek a bonyolultra is.
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Ha isotoid-t egyszertien levezetési szabalyként hozzaadjuk az elméletiinkhoz,
ugyanabba a probléméba iitkozilink, mint az el6bb, elveszitjiik a normalizalast.
A tipuselméletiink nem valik inkonzisztenssé, mert Voevodsky szimplicialis hal-
maz modellje [20] validélja ezeket a levezetési szabalyokat.

Az extenzionalis tulajdonsagok intenzionéalis tipuselméletbe valo beilleszté-
sérél szol |16] (az izomorfizmusokra nem tér ki).

4. Tipusok mint topologikus terek

Hagyomanyosan a tipusokra halmazokként gondolunk, és a Curry-Howard izo-
morfizmus pont) sem valtoztat ezen, hiszen az egy tipust a neki megfelels
allitas bizonyitasainak halmazaként értelmezi.

Az egyenlGség tipus nem ugy viselkedik, ahogyan azt egy halmaztol elvar-
nank. A természetesnek ting szabaly, miszerint ha van két bizonyitasunk a és b
egyenldségére, akkor ez a két bizonyitas (propozicionalisan) egyenld, a Martin-
Lof tipuselméletben nem bizonyithaté. Ezt Hofmann és Streicher mutattiak meg
groupoid modelljiikkel [18] (a groupoid egy olyan kategoria, melyben minden
morfizmus izomorfizmus [3|). Ez a szabaly ekvivalens az egyenléség tipus tin. K
eliminécids szabalyaval, mely Gjabb levezetési szabalyként hozzavehets a tipus-
elmélethez, és mellé tehets egy [ szabaly is, amellyel a tipuselmélet normalizalo
marad. Hogy az induktiv tipusként megadhat6 egyenl§ség normalis eliminacios
szabélya (J) miért nem elégséges az egyenldség leirasara, sokiig a tipuselmélet
egy titokzatos tulajdonsaga volt.

A groupoid modellt Awodey [4] és t6le fiiggetleniil Voevodsky [34] fejlesztette
tovabb a tipusokat topologikus terekként értelmezé modellé. Ha egy tipust
topologikus térként értelmeziink, a tipus elemeit pedig annak pontjaiként, akkor
egy a = b tipusu kifejezés egy a és b kozotti utnak felel meg. Az, hogy p,q:a =10
esetén nem feltétleniil igaz, hogy p = ¢, annak felel meg, hogy két ut nem
feltétleniil egyenls, vagyis nem feltétleniil igaz, hogy létezik egy homotopia p és
q kozott.

A topologikus tér és topologikus terek kozotti folytonos fliggvény definiciojat
nem adjuk meg, barmely topolégia konyvben megtalalhatdak ezek a fogalmak.
Egy térre intuitive gondolhatunk tgy, mint pl. egy haromdimenziés objektum
belsejére (vagy felszinére stb.), folytonos fliggvényre pedig mint egy vonalra,
melyet ceruzank felemelése nélkiil megrajzolhatunkﬁ Ezek altalanositasai a to-
pologiai alapfogalmak. Igazabdl nem is érdekes, hogy pontosan mik a definiciok,
mert a tipuselméletnek egyfajta ,szintetikus” topoldgia felel meg, ahol az alap-
fogalmak definicioja absztrakt. Emiatt minden definidlhato6 fliggvény folytonos,

Definici6 4.1 (Homotoépia (topolégiaban)) XY topologikus terek, az f, g :
X =Y folytonos fiigguények kozétti homotdpia egy folytonos h : X x [0,1] =Y
fiigguény, melyre minden x : X-re h(x,0) = fx és h(x,1) = gx. Jeldlés:
h:f~g.

Egy homotopiara ugy gondolhatunk, mint f képének folytonos deformala-
sara g képébe.

6Fsként [0,1)™ értelmezési tartomanyu fliggvényekkel fogunk foglalkozni, emiatt az analo-
gia elég jol hasznalhato.
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Egy X topologikus tér két pontja megadhaté mint a : 1 — X ésb:1 — X
(folytonos) fliggvények. Egy a és b kozotti homotopia igy egy f:1x [0,1] = X
folytonos fiiggvény lesz, melynek tipusa izomoriﬂ [0,1] — X-el, és igy f0 =
a és f1 = b (ahol pongyolan a-t irunk a* helyett, hiszen (1 — X) = X).
Tipuselméletben f megfelelje egy f : a = b kifejezés. Ezzel adja magat a
kovetkez6 definicio, mely megfelel a topologiai definicionak.

Definicié 4.2 (Homotoépia (tipuselméletben)) f,g:[[,.4 B fiiggvények ko-
z0tte homotopidt
frg=][(fe=gu)
z:A
definidlja.

Ha adott két folytonos fiiggvény, f, g : [0,1] — X, melyek 0-ban a-t, 1-ben
b-t vesznek fol, akkor az f és g kozotti homotopia egy h : [0,1]? — X folytonos
fiiggvény, melyre minden z : [0,1]-re h(2,0) = fz és h(z,1) = gz. h tipus-
elméleti megfelelGje egy h : (a,b, f) =3 x Ty (a,b,g), ami nem kifejezetten
érdekes (J kétszeri alkalmazasaval barmely két ilyen harmas trivialisan egyenld
lesz). Mi lesz tehat egy tipuselméletbeli magasabb egyenlGség, h' : f = g topo-
logiai megfelelGje?

Definici6 4.3 (Relativ homotoépia (topoldgiaban)) X,Y topologikus terek,
az f,g: X =Y folytonos fligguények kézétti, A C X halmazhoz relativ homo-
topia egy olyan h: f ~ g, hogy minden a : A-ra a h(a,t) érték figgetlen t-tol.

Természetesen f és g kozott relativ homotopia csak akkor adhaté meg, ha
fa=ga minden a : A-ra. Egy relativ homotépiara tgy gondolhatunk, mint f
képének folytonos deformalasara g képébe tgy, hogy kézben az A-beli pontok
fixen maradnak. Az el6bbi f és g kozotti A’ : f g, {0,1}-re relativ homotopia
tipuselméletben egy h' : f = g kifejezésnek felel meg.

1. abra. Egyenl@ségek kozotti egyenlGségek.

A abran lathato elrendezésben levs egyenlGségeket tipuselméletben ill.
topologiaban igy jelolhetjiik:

a,b: X a:1—-Xb:1—-X

fag:a:Xb f7g:a’Nb

hyi:f=4=pg h,i:f~g, melyek {0,1}-re relativok

Jih=f—gi j i h o~ mely {(¢,0) |t € [0,1]} U{(¢,1) | t € [0,1]}-re
relativ

7A matematikaban, mint ebben az érvelésben is, gyakran hasznaljuk az ,izomorf tipusok
egyenlSek” alapelvet. Tipuselméleti megfelelGjéért lasd a a@ pontot.
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A abra egy olyan teret (korong) abréazol, melyben minden pont kézott
van Ut (minden pont egyenls), és barmely két ut kozott van [0, 1]-re relativ
homotopia (barmely két egyenlGség, pl. az abran f-el és g-vel jelolt is, egyenls).

A 3] abra egy olyan teret (gytird) abrazol, melyben bar minden pont kozott
van ut (minden pont egyenls), de az abran jelolt f, g utak ko6zott nines [0, 1]-re
relativ homotopia (f = g-nek nincs eleme).

J

{

2. abra. Korong.

J

¢

3. abra. Gyiird.

A refla : a =x a kifejezésnek a konstans at (At.a : [0,1] — X) felel meg;
a p:a = b-bdl kapott p~! : b = a egyenldségnek a p-nek megfelelé homotopia
és a At.1 —t : [0,1] — [0, 1] fliggvény kompozicidja; a tranzitivitas az alabbi
homotopiaval adhato meg (ha adott f, g, melyekre f1 = g0):

fern)  a<
g((z—1)*2) egyébként

(f+9)(z) = {

5. Homotoépia-szintek

Léteznek olyan tipusok, melyekre teljesiil, hogy bizonyos szinttél kezdve az
egyenlségeik trividlisak. Pl. a fentebb mutatott korong tipus barmely két
pontja kozott van egy egyenlGség, és ezek mind egyenldk. A gytrd tipus bar-
mely két pontja kézott van egyenlség, de azok nem feltétleniil egyenldk, de
ha igen, akkor csak egyféleképpen lehetnek azok. Azok a tipusok, melyeket hal-
maznak tekinthetiink, azzal a tulajdonsaggal rendelkeznek, hogy két pont k6zott
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vagy van egyenlGség, vagy nincs, de két nem-egyenls egyenléség nem fordulhat
el6. A fentieket altalanositjak a homotopia-szintek.

Definici6é 5.1 (Kontraktibilitas) Egy X tipus kontraktibilis, ha az

isContr X := Z <H x = x’)
z: X \z/:X

tipusnak van eleme.

Definici6é 5.2 (Homotopia-szint) Ha n > —2, a homotdpia szinteket a ko-
vetkezdképp definidljuk:

is-n-type : U; — U;
is-(—2)-type := isContr

is-(n + 1)-type := A X. H is-n-type (z = z’)

z,x’: X

Tehat a —2. homotodpia szinten vannak a kontraktibilis tipusok. A —1. szin-
ten levd tipusokat propozicioknak nevezziik: 0 vagy 1 elemiik van. Az ilyen
tipusok csak annyi informaciét hordoznak, hogy van -e elemiik vagy nincsen
(bebizonyithatoak -e vagy sem); 6k felelnek meg a matematikai logikdban szok-
vanyos (bizonyitas-irrelevans) allitdsoknak. Ha a Curry-Howard izomorfizmust
ilyen allitasokra szoritjuk meg, a klasszikus logikdhoz kozelebb allo logikat ka-
punk, mint a[2:8] pontban megadott logika. Ehhez sziikséges a logikai 6sszeko-
t6k propozicionalis csonkitésa, lasd a[7] pontban. Egyébként maga is-n-type X
minden X tipusra propozicionalis. A homotopia-szintek kumulativak, tehat ha
egy X tipusra is-n-type X igaz, akkor is-(n + 1)-type X is.

A 0. szinten lev§ tipusokat halmazoknak nevezziik. Az 1. szinten levsket
groupoidoknak, a 2. szinten levéket 2-groupoidoknak stb.

Ezen szintek rendszere csak egy 1j fajta csoportositasa a Martin-Lof tipus-
elmélet tipusainak, egyelére nem vezettiink be semmilyen 1j levezetési szabalyt.

Az el6bbi példak koziil a korong tipus kontraktibilis, —2. szinten levé tipus.
A gytiri groupoid, az egyenlGségeinek egyenlGségei propoziciok. A legtobb, prog-
ramozasban hasznalt adattipus (pl. 2, N, természetes szamok listaja) halmaz,
melynek egyenlGségei propozicionalisak. Barmely, konténerbsl W-val képzett
tipus is halmaz. Bizonyithato, hogy II és 3 meg6rzik a homotopia-szinteket: ha
is-n-type X és ][,y is-n-typeY’, akkor is-n-type (D .. Y); amennyiben [ [ . y is-n-type Y,
akkor is-n-type ([],.y Y) (nem kell, hogy X is n-szint( legyen). Ezzel belathato,
hogy az 6sszes, Ug-beli tipus halmaz (ha magasabb induktiv tipusokat nem en-
gediink meg, 14sd [7| pont).

A homotdpia-szinteket nem szabad Gsszetéveszteni az univerzum-szintekkel.
Ez két, majdnem teljesen fliggetlen dimenzi6: a homotopia-szintek a magasabb
egyenlségekkel kapcsolatosak, mig az univerzumok a Russel-paradoxon és val-
tozatainak elkeriilésére lettek bevezetve.

Az eddig bemutatott Osszes tipus (a gytrtn kiviil, melyet még formalisan
nem definidltunk) halmaz. Magasabb egyenlségekhez meg kell valtoztatunk az
eddig hasznalt Martin-Lof tipuselméletet: a homotépia-tipuselmélet 1j leveze-
tési szabalyokkal béviti a tipuselméletet, az ekvivalencidkra vonatkozé unvalen-
ciaval és a magasabb induktiv tipusokra vonatkoz6 szabalyokkal. A homotopia-
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tipuselmélet matematikusoknak szolo, Gsszefoglald tankonyve, mely az Osszes,
ebben az frasban taglalt szempontra kitér, [31].

6. Ekvivalencia

Ahogy a |3l pontban irtuk, szeretnénk, ha izomorf tipusok egyenléek lennének.
A két tipus kozotti izomorfizmusok tipusa azonban nem propozicionéalis, emiatt
egy tovabbi koherencia feltétellel egészitjiik ki azt, s igy jutunk az ekvivalencia
definiciojahoz, mely a homotépia-ekvivalencia definiciojara hajaz:

Definicié 6.1 (Ekvivalencia) Adott A,B : U;. Azt mondjuk, hogy egy f :
A — B fiigguény ekvivalencia, ha

isEquiv f := Z Z Z ap f(az)=p5(fz)

g:B—A a:gofr~ida B:fog~idp

aholidx az X tipuson értelmezett \x.x identikus fligguény, o  pedig a szokdsos
fligguény-kompozicio.
Az alabbi roviditést haszndljuk:

A~B:= Z isEquiv f

f:A—B

A ~ B barmely A, B-re propozicionalis tipus. Ha van egy izomorfizmusunk,
mindig képezhetiink beldle egy ekvivalenciat, tehat a fenti 6tos 6todik tagjat
megkaphatjuk az els6 négybdl.

Minden A, B : U;-re definidlhato egy idtoeqv : A = B — A ~ B filigg-
vény. Az ekvivalencia f : A — B tagja transport (Az.U;)-ként adhat6 meg, az
egyenl@ségek J-vel bizonyithatok.

Definici6 6.2 (Univalence) Azt mondjuk, hogy egy U; univerzum univalens,

ha
H H isEquiv (idtoeqv p)

A,B:U; p:A=B

Mas szavakkal: minden A, B : U;-re (A= B) ~ (A~ B).

Ha a Martin-Lof tipuselmélethez axiomaként hozzavessziik, hogy minden U;
univerzum univalens, nem csak az izomorf tipusok egyenléségét, hanem a fligg-
vény extenzionalitast is validaljuk [31] a[3] pontban megadott extenzionalitassal
kapcsolatos tulajdonsigok koziil.

Ahogyan induktiv tipusokra a refl konstrualja az egyenlGségeket, az univer-
zumokra a univalence teszi ugyanezt. Ezzel G4j egyenlGségeket vezet be a meg-
lévék mellé az univerzumokban: a 2 ~ 2 tipusnak két eleme van, az egyikhez
f = idy, a masikhoz f = Az.not x tartozik, ahol a not a boolean negécié. Ez a
két izomorfizmus nem egyenld, ha egyenld lenne (ahogy az K-bol kévetkezneEI),
ellentmondasra jutnank.

A univalence axiéma az alabbi, naiv kizart harmadik elvével is inkompatibi-
lis:

LEM, := H A+ A
A:U;

8Emiatt K inkompatibilis a univalence axiéméaval.
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Azonban, ha az eldonthet&séget megszoritjuk a propozicidkra, ahogyan a klasszi-
kus matematikdban teszik, kompatibilis axiéméat kapunk, ami lehetévé teszi a
klasszikus érvelést:

LEM := J] is-(~1)-typed — A+ -A
A:U

7. Magasabb induktiv tipusok

Az induktiv tipusokat pont) konstruktoraikkal adjuk meg; ha terekként
értelmezziik 6ket, akkor a konstruktorok pont-konstruktoroknak felelnek meg, és
természetesen adodik az 4ltalanositas, hogy lehessen ut-konstruktorokat (egyenlgség-
konstruktorokat) is megadni. Az S! tipust pl. az alabbi konstruktorok adjik
meg;:

base : S*

loop : base =51 base

Ez a kordbban bemutatott gytrd (vagy kor) tipus, melynek egy pontja van
(base), és egy nemtrivialis (nem-refl) hurok base-bél base-be.

Magasabb induktiv tipusoknak azokat az induktiv tipusokat nevezziik, me-
lyeknek (magasabb) egyenlség-konstruktoraik is vannak. A konténerek elmé-
lete egyeldre még nincs kiterjesztve a magasabb induktiv tipusokra, és altalanos-
sagban nem adhato meg egy ilyen tipus eliminatora, de S'-nek pl. a kévetkezd
az eliminatora:

Iz:S'FP:U;

'k b: Plbase/x]

' 1 : transport Ploopb =p(pqse) b
'Ht:Sst

T Findgi bit: P[t/a]

Tehat, ha adott a P csalad egy b eleme base-nél, és egy [ egyenlGség b és b
kozott, mely P-ben loop f616tt helyezkedik el, akkor barmely ¢ : S'-re kapunk
egy Plt/x] elemet.

A j szabalyok inds: blbase = b és apd (Az.indg1 bl z)loop = [. A maésodik
szabaly egy propozicionalis szamitési szabaly, mely az ap fliggvény fliggd tipusa
fliggvényekkel is miik6ds valtozatéval van megadva.

A magasabb induktiv tipusok arra is hasznélhatok, hogy egy meglevé ti-
pust valamilyen homotépia-szintre csonkitsunk. Pl. a propozicionélis csonkités
propoziciét képez valamely tipusbdl, tehat azon kiviil, hogy a tipusnak van -e
eleme, minden informaciot elfelejt, melyet a tipus eredetileg hordozott.

Definicié 7.1 (Propozicionalis csonkitas) Adott A tipusra az ||Al| tipus egy
magasabb induktiv tipus az alabbi konstruktorokkal:

[ A=Al

propeq: [ 2=
il Al
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Ebbél a tipusbol akkor tudunk eliminalni (akkor tudunk informaciot kinyerni
belgle), ha biztositjuk, hogy a g fiiggvény, melyet erre hasznalunk, nem tesz
kiilénbséget a tipus kiilonb6z6 elemei kozott:

T,z:||A||FP:U;

F'kg:T[,.4P

T a,a :||A|l,u: Pla/z],u' : Pla’/z| F q : transport P (prop-eqaa’)u =v
THt:|All

'k indHAngt . P[t/ﬂ?}

q azt fejezi ki, hogy a P indexelt csalad tagjai mind egyenlGek: tetszdleges
u: Pla/x]-re és u' : Pla'/x]-ra u egyenld u'-vel, de mivel a tipusuk kiilonbozik,
transzportalnunk kell koézottiik.

A propozicionalis csonkitassal kifejezhetd a klasszikus diszjunkcio és a klasszi-
kus egzisztenciélis kvantor, igy a[2.8l pontban megadott logikai osszekiotSk ki-
egészithetSk az alabbiakkal:

Prop := Z (is-(—1)-type P)
P:U;

PvQ:=|lP+Q

JeealPyr =) Pl
z:A

Mivel a fiiggvény tipusnal elég, ha az értékkészlet propozicio, a fliggvény tipus
maga is propozicio lesz, azt nem sziikséges csonkitani ahhoz, hogy jol miikodjon
a homotopia-szinttel megadott propoziciokkal.

A magasabb induktiv tipusok egy tovabbi alkalmazéasa a tipus valamely
ekvivalencia-relacioé szerinti osztalyfelbontasa; ennek az extrém hasznalata a
propozicionalis csonkitas is, ahol mindent egy osztélyba sorolunk. A termé-
szetes szamok hasznalataval az egész szamok pl. az alabbi konstruktorokkal
jellemzett magasabb induktiv tipusként adhaték meg:

minus: N— N — Z

quot : H a+d=c+b— minusab =z minuscd
a,b,c,d:N

set : H P =z=zy q
(z,y:Z) (p,q:x=2Y)

Az utols6 konstruktor azt biztositja, hogy nincsenek magasabb egyenl@ségeink,
tehat Z egy halmaz.

8. Homotopia-tipuselmélet

A homotopia-tipuselmélet az intenzionalis Martin-Lof tipuselmélet [2l pontban
ismertetett szabélyai mellé hozzaveszi a univalence axiémaét @ pont) és a ma-
gasabb induktiv tipusok bevezetését lehetévé tevs szabalyokat (melyek még nin-
csenek formalizalva, néhany példa a pontban). Ezzel a tipuselméleten be-
lil hasznalhato (propozicionalis) egyenldség kényelmesebbé valik: pontonként
egyenld fliggvények egyenlek, ahogyan izomorf tipusok is azok. A propoziciok,
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bizonyitas-relevans allitasok vagy halmazok kiilon homotopia-szintekbe kiilo-
niilnek, és elkiilonithetd az informaciot nem hordozo, klasszikus 3 kvantor a
konstruktiv 3-t6l; tehat probléma nélkiil hasznalhat6é a klasszikus érvelés: ha
azt bizonyitjuk, hogy két egész szamnak létezik legnagyobb k6z6s osztdja, akkor
a konstruktiv X-t hasznaljuk, ha analizist formalizalunk, a klasszikus (propozi-
cionalisan csonkitott) 3-et.

A homotopia-tipuselmélet szimplicialis halmaz modellje [20] altal tudjuk,
hogy ezek az 1j levezetési szabalyok nem teszik inkonzisztenssé a tipuselméletet.
Azonban a[3] pontban leirtakhoz hasonloan a tipuselmélet elvesziti normalizalo
tulajdonsagat. Konstruktiv modellek hasznalataval [6] a normalizalas vissza-
nyerhets, és reményeink szerint a kozeljovében a tipuselméletet kozvetleniil is
ki tudjuk olyan szabalyokkal egésziteni, melyek normalizal6va teszik azt. Ehhez
az egyenldség pontbeli definicidja helyett valoszintleg egy rekurziv defini-
ciéra van sziikség, mely tipuskonstruktoroktol fiiggden hatarozza meg, hogy az
adott tipus egyenlésége hogyan van megadva: pl. fiiggvények egyenlGsége pont-
beli egyenl@ség, parok egyenlGsége egyenlségek parja, univerzumok egyenlésége
ekvivalencia stb.

Tovabbi részletek a homotopia-tipuselmélet dsszefoglalod tankonyvében [31]
és a http://homotopytypetheory.org weboldalon talalhatok.
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